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Tom tit. Bai bio tiép cin dinh 1y giéi han lién quan dén tong
hinh hoc bing phwong phap toan tir. Sir dung khoéng cich xic
suét Trotter dwgc xdy dung trén toan tir Trotter dé danh gia tdc
do hoi tu cho dinh ly giéi han dang dinh ly Rényi ciia Kalashnikov
[4].

Tir khéa. Téng nghu nhién, tong hinh hoc, todn tii Trotter,
khodng cdach xdc suat.

Abstract. This article approaches some results of limit
theorems concerning the geometric sums by the operator method.
Using the Trotter probability distance base on Trotter operator to
give the rates of convergence in the general form of Rényi theorem
which was given by Kalashnikov [4].

Keyword. Random summation, geometric sum, Trotter operator,
probability distance measure.

. DPATVANDE
Goi {X ,n > 1} laday bién ngiu nhién doc lap, tong hinh
hoc duoc xac dinh

S, =X +X +.+X,,

trong d6 N 1a bién ngiu nhién tuan theo phan phdi hinh hoc
véi tham s6 g € (0,1) ki higu 1a N ~ Geoq) doc lap voi tat

cacac X, n=>1co ham mat do

fey=P(N=k)=q(l—q)"", k=12...
Tong hinh hoc ¢6 nhiéu tng dung thuc té nhu tng dung
trong ly thuyet xép hang, Iy thuyet rui ro, d9 tin cdy,...(xem [1],
) Tu cac tmg dung dat ra van dé 1a xac dinh phan ph01 Xac
suat hay tim mot xap xi cho phan phdi xac suit cua tong hinh
hoc. Mot s6 két qua dién hinh vé mat 1y thuyét lién quan dén
téng hinh hoc c6 thé n6i dén 1a dinh Iy Rényi duoc phat biéu
nam 1976 nhu sau

Pinh Iy 1. Gid sir {Xn, n> 1} I day cdc bién ngdu nhién
nhdn gid tri khéng am, dc lap, ciing phdn phdi va ky vong hitu
han E(Xl) =m < +00. Goi N ~ Geo (q) va déc ldp voi tat

ca cac Xi,i > 1. Khi do,

hmF 5, (x)zl—e m, (1.1)

q—0"



Tir (1.1) ta c6 xAp xi mil cho phan phdi xac suat clia tong
hinh hoc FS“V (x) ~1-— e_q;’i’ . Kalashnikov 1997a [5] d4 chira
rang khi cac bién ngau nhién X » n>1 c6 cung ham phén
phéi F ¥, (x) thay ddi theo tham s6 ¢ s& cho x4p xi mii tot hon

khi ham phan phdi cia n6 1a ¢b dinh. Tir nhan xét do, cac két
qué cta Kalashnikov trinh theo dang dinh Iy Rényi tong quat
khi ma ham phéan phoi ciia cac bién ngau nhién thanh phan thay
doi theo tham s0 ¢ . Trong cac két qua dugc dua ra,
Kalashnikov chu yéu tiép c4n theo hudng sir dung 1y thuyét ciia
qua trinh phuc hoi.

Bai bao nay s€ trinh bay chung minh dinh ly Rényi theo
phuong phap toan ti Trotter va sit dung khodng cach xac suét
Trotter dé danh gia toc d6 hoi tu ciia mot s dinh 1y lién quan
dinh 1y Rényi.

II. TOANTU TROTTER VA KHOANG CACH XAC
SUAT TROTTER

Toén tir Trotter dwoc Trotter H. F. xdy dung dau tién nim
1959 (xem [5]).

Dinh nghia 1. V6i m6i f € C, (R) la ham lién tuc déuva
bi chan trén R . Todan tir Trotter lién két véi bién ngcfu nhién
X ki hieu T ,

T : C,(R)—C,(R)
£ s)=E{r(x )
- f*: f(x+ y)dF, (x).

Mot s tinh chét quan trong dugc trinh bay trong [2], [3],
(4]

1. Néu X, va X, la hai bién ngdu nhién ciing phan phoi
hiT, f=T,f.

2. Goi {X,, n =1} la day cdc bién ngiu nhién, khi d véi
T ST =0 i

duoc xdc dinh

moi  f € C, (R) néu }Lrlolo

Xn#)X

i VoI chuan

|71 = supfr £ ().

3. Giasie {X,, n > 1}va {y,, n >1}la hai day bién ngiu
nhién doc lap theo méi nhém. Goi N la bién ngd~u nhi~én nhdn
gia tri nguyén duong doc ldp voi tat ca cac bien ngau nhién
X,Y n>1.Khidotaco

i

—-T
ST S

k=1"k

<>
k=1

e .

i ST S
<SPV =K T f-T,/|

n> 1} va {an n> 1} la hai day bién ngdu

nhién djc ldp va cing phin phoi theo méi nhom thi ta cé

1. <n

e ST S

Qf—gw,

ii.

I ST S

Tu dinh nghia va tinh chét cua toan tir Trotter c6 thé xdy
dung khoang cach xac suat Trotter (xem [2]) nhu sau.

< E(N)

Tle—TYlf”.

Pinh nghia 2. Khodng cdach Trotter duoc ,,xdc dinh qua
anh xa
d,: SxS —[0,+00)
(X.¥) > d, (X,7; 1)
d, (X.Y: f) = sup E[f(X+t)}—E[f(Y+t)”

teR

=lres =741,

véi f€C, (R) va S la tdp bién ngdu nhién trong khéng gian
xdc sudt (Q, F, P) . Cac tinh chat sau duoc suy ra tir tinh chat
cua toan tu Trotter (xem [1], [2]):

1. Khodng cdc Trotter la mét khoang cach xdc sudt.

2. Néu d, (X, Y; f) =0 véi moi fe€C, (R) thi
F,=F,.

3. Goi {Xn, n> 1} la day cdc bién ngdu nhién, khi dé véi
moi f € C, (R) néu d, (XW,X;f)—>O (n — +oo)
thi X, —4 X,

4. Gia s {Xﬂ, n> 1} va {Yn, n> 1} la hai day bién ngc?u
nhién déc ldp theo méi nhém. Goi N la bién ngdu nhién nhdn

gid tri nguyén dwong doc ldp véi tat cd cde bién ngau nhién
X,, Y, n>1.Khidsvéimoi f € C,(R) tac

n’

i d, [;Xk,;lfk;f

gZdT(Xk,Yk; )

d, (X% f)



Xét riéng {Xﬂ, n> 1} va {Yn, n > 1} la hai déy bién ngau

nhién déc lgp va cing phéin phéi theo méi nhém thi ta cé

i dr[;xk,;yk;f

< nd, (X,.Y; ),

<E(N)d, (X, Y;f).

N N
i, [ 300

Ta nhic lai dinh nghia vé modun lién tuc cia ham 1 va 1p

ham Lipschitz.
Dinh nghia 3. Cho f € C, (R}, v6i § > 0 ham w(f;5)

duoc xac dinh

w(f;é) = sup

|n|<6

£t m)= 7 (o)

duwoc goi la médun lién tuc cua ham f .

Ta ciing c6 tinh chét sau (xem chi tiét trong céc tai lidu [2],

(3], [4])

I Ham w(f;6) la don dicu ting theo & va
l(slil‘l)w(f;ﬁ) =0.

2. Véimoi A >0 ta déu cé w(f;)«?) < (1—|—)\)w(f;§).

Pinh nghia 4. Ham 56 f € C, (R) dwoc goi la thoa man
diéu kién Lipschitz bgc o voi 0 < o <1 néu ton tai hcfng 56
duong M sao cho w(f; 5) < M6“. Hang sé dwong M nho
nhat goi la hang sé Lipschitz va ki hiéu I6p ham Lipschitz véi
hang s6 M la Lip (a,M)

Lip(a,M) = {f‘f eC, (R), w(f;é) < Mé(*}.

III. CACKET QUA CHINH VA THAO LUAN

Ta ki hiéu 16p ham thyuc kha vi cip » lién tuc déu bi chin
nhu sau:

c; (R) = {f eC, (R)‘f@ cC,(R), i= 1,2,...,r}.

B dé 1. Gid st {X,, n > 1} la day bién ngiu nhién dge
lap cing phdn phéi mii véi tham s6 p >0, ké hiéu

X ~ Exp(p) c6 ham mdt dj xdc sudt

AR

va N ~ Geo (q) déc ldp véi tdt ca X ,n>1. Khidé ta cé

S, = XN:X[ ~ Exp(pq).
i=1

Chitng minh. Cac bién ngiu nhién X, ~Exp(p), i=1n
k r ~
nén ta c6 y_ X, ~ G(p,k), véi G(p,k) 1a bién nghu nhién
i=1
tuan theo ludt phan phdi Gamma véi hai tham s p,k c6 ham
mat do x4c suit

k k-1 _—px

px e

(k)

0 , x<0

, x>0

Trong d6, ham Gamma dugc xéac dinh
_ Hoo k-1 _—x
(k) = fo x"etdx.

Néu k 1a s6 nguyén duong va k > 1, bang tich phén ting
phan ta dugc

k) = j;ﬂc x e dx
= k-1 " ¥ e dx = (k — )D(k —1)

Tuong tu ta co T'(k) = (k —1)!.

pqe*pye(lfq)py — ]

Vay tong S, tudn theo ludt phdn phdi mii véi tham s6 pq.

U

Pinh ly 2. Goi {Xl.,i > 1} la day bién ngau nhién khong
am doc lap voi nhau va doc lgp voi N ~ Geo (q) cung phan
phéi xdc sudt véi bién ngau nhién X c6é ham phdn phoi F,
phu thuge q véi E(X)=m < +oo vd %Ilir[}(mq) = \. Khi
do,

lim P

g—0"

Sy <x|=1-—e"
E(N)

VoI S, =X, + X +. X,



Chitng minh. Goi Z 1a bién ngiu nhién c6 phan phdi mi
d N
-1 . , * * L, . N
Z ~Exp(A\"). Khi d6 Z=S, § = q.ZIZj Voi {Z‘/_} la
=
day bién ngau nhién doc 1ap nhau, doc 1ap v6i N va c6 phan
phéi mi Z, ~ Exp(A ™).
Véi f € C(R), do hai day bién ngdu nhién {Xj, j> 1}

va {Zj, j> 1} doc lap nhau nén

S * —
d[WN,q-SN;f <q'd(qX,.qZ;f).

Toén tir Trotter lién két véi bién ¢X L

T, f(v)=E[f(ax, + )] = fo " flgx+ Y)dF, (x)

= 1)+ am s () +a [ 5 r(€) - 1 (v)]aF, (),

0

trong do |§ — y| < gx.

Tuong ty vo6i gZ,
quf()
= 1)+ o) <l ) ), o)

voi |7]—y|<qx.
Do f'€C,(R) nén Ve>0,36>0 sao cho néu

|x—y| < 6 thi |f’(x)—f’(y)| < g.Tu d6 ta c6 danh gia sau:

T, f()- Tqu \< alr'o(

Haf, slr0 - rwar,

<q ‘f’(y) (m, - A)‘
+qf" x|~ 1
rqf 16X|f’(77)*

-

qfomx[f’(n)ff'(y)

+qf |-
@+ x|

Z

%, (%)
7 (%)

dF, (x)

7'0)(m, —A)‘
—i—qgj;q?b‘xdF —|—qf ‘dF (x)
+qej;q4§xdF +qf ‘dF (%)

<4q

') (m, =)
+ge(m, + ) +2¢q ”f’" [f;:: xdF, (x)+ f;: xdF, (x)]

Tur day ta co danh gia
S *
d\ 4SS | < () (m, - )\)‘

N2l [ xde " xdF
+e(m, +A)+ "f" j;—15x Xl(x)—f—fzflﬁx Zl(x) .
Diéu nay dung v6i moi ¢ dwong bé tiiy ¥ nén

S
=0. Tu day ta co WN—)Z

q—0"

lim d |-, q.5,,
i [Nq i f

O

Pinh ly 3. G ia su {Xl.,i > 1} la day cdc bién ngau nhién
nhan gia tri khéng dm doc lgp voi nhau, doc lap voi
N ~ Geo( ) cuing phdn phéi phu thuée vao tham sé q voi ky

vong E( )—1<+oo va ton tai )\ > 0 phu thuéc q dé
E(eAX):m()\q)<oo.

Khi @6 véimoi f € C,(R), dat

Néu lim w(f q)ﬁ( )—0 thi

P
(a5, 7:0) el ha) 14500
Khi f' € Lip(oa, M) v6i 0 < a <1 thi
d, (g5,,2: ) <[4+ 8(), )| Ma".
Trongdé S, = X, + X, +...+ X, va

Z ~ Exp(1).



Chitng minh. V&i x 1a gia tri thyc dwong ta ludn c6 bat
2
ding thoc ding e* > 1+x+% , theo do6 ta ciling co

Do do6 ta co
(Xlﬂ < %[m(/\q)—l—/\q} =8(»,).

Theo bd dé 1, ta c6 thé phén tich bién ngau nhién Z dang

d N
Z=gS, v6i S, = Z, .trongdé {Z,i > 1} la ddy cicbién
i=1

ngiu nhién doc 1ap véi nhau, doc lap véi N, cing phan phdi
xéc sudt véi Z, ~ exp(1). Tir su phan tich nay, véi moi

[ €Cy(R) thi,
d, (45,45, f)
T f =T, ]

d, (48,2 f) =

< E(N)d,(qX,.qZ; f) =~

Ap dung khai trién Taylor dén cap 1 cia ham £ ta co

+00

Y;le(y):ff(qxﬂ)dF (x)

=70)+ ")+ qf ()= 1" ()] ()

trong khai trién nay thi |77 — y| < gx . Tuong tu, ta cling c6

qulf(y)
=)+ () + qf 11(€)= 1" (v)|E, ()
trong dé |§ - y| < gx.
Tur do ta cd
T (v)=T,7(v) =
o ol

Ta tién hanh danh gia hiéu cua hai toan tir lién két

Tt (9)-71 ()
<o+l (o) (o),

+00
+qfxf’
0

+o0
< qf xw(f"; qx) dFXl(
0

/ y)‘ dF, (x)

x) + q*f xXw (f’; qx) dF, (x)
o ff;q)fx(l +x)dF, (x)

+qw (f/;q) f x(l + x) a/FZ1 (x)

= qw(/59)|E(X,)+ E(X})+ E(2,)+ E(2)). Tu do

ta danh gia higu hai toan tir ta c6 két qua

T, f () =T, 1 (v) < aw(ria)[a+ 83, )]

Tu d6 suy ra d, (qSN,Z;f) < w(f';q)[4+5(/\q)}

Néu f' € Lip (a,M) VOi 0<a<l thi

d (45,2 /) <[4+ 80\ )| Mg". D

IV. KETLUAN

Cac két qua dat duoc da gop phan giai yéu cau dit ra
vé mit 1y thuyét cta tong hinh hoc. Qua cac két qua ciing cho
thiy viéc sir dung cong cu toan tir Trotter trong chimg minh va
danh gia toc d6 hoi tu cia mot sé dinh 1y gidi han lién quan dén
tong hinh hoc 1 phu hop va rat hiéu qua.
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