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Resumo

A Olimpiada Internacional de Matematica (IMO, International Mathematical
Olympiad) é uma competicao para estudantes do Ensino Médio em que o nimero
de participantes cresceu de forma sistematica ao longo do tempo. Os objetivos das
IMOs sao descobrir, estimular e desafiar estudantes talentosos em Matemética. A
delegacao do Brasil fez sua primeira participacao em 1979 e apresenta uma melhora
de desempenho a longo do tempo. Nesta dissertacao sao apresentados e discutidos
de forma detalhada 26 problemas que foram propostos para alguma das versoes das
IMOs e que de uma forma ou outra usam sequéncias em sua formulagao. O intuito
é que estes possam ser usados no treinamento de estudantes que se preparam para

olimpiadas internacionais. O material também pode ser usado por professores e
estudantes do ensino universitario. Os problemas aparecem organizados em quatro

capitulos: Algebra, Teoria dos Numeros, Combinatéria e Geometria. Porém,
tipicamente cada problema usa conhecimentos ligados a mais de uma area da
Matematica. Dentro de cada capitulo é dedicada uma secao para cada problema e
os mesmos estao ordenados pelo ano em que aconteceu a IMO, do mais recente
para o mais antigo. Em varias secoes apresentamos primeiro uma introducao aos
conhecimentos chaves para a resolugao do problema.

Palavras Chaves: Olimpiada Internacional de Matematica, Sequéncias, Ensino
Médio, Ensino Universitario, Algebra, Teoria dos Numeros, Combinatoria,

Geometria, Problemas Resolvidos
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Abstract

The International Mathematical Olympiad (IMO) is a competition for high school
students in which the number of participants has grown steadily over time. The
goals of IMOs are to discover, stimulate and challenge talented students in
Mathematics. The Brazilian delegation made its first appearance in 1979 and has
improved performance over time. In this dissertation 26 problems that have been
proposed for some of the IMO versions and which, in one way or another use
sequences in their formulation, are presented and discussed in detail. The intention
is that these can be used to train students preparing for international olympics.
The material can also be used by university teachers and students. The problems
appear organized in four chapters: Algebra, Number Theory, Combinatorics and
Geometry. However, typically each problem uses knowledge linked to more than
one area of Mathematics. Within each chapter a section is dedicated to each
problem and they are ordered by the year in which the IMO took place, from the
most recent to the oldest. In several sections we first present an introduction to the

key knowledge for solving the problem.
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Capitulo 1

Introducao

1.0.1 Breve Descrigao da Olimpiada Internacional de Matematica (IMO)

A Olimpiada Internacional de Matematica (IMO, International Mathematical Olympiad) é
uma competicao para estudantes do Ensino Médio que é realizada anualmente desde 1959. O tnico
ano em que nao ocorreu foi em 1980, devido a conflitos na Mongolia, pais que iria sediar o evento
[1]. Atualmente é a competigao de Mateméatica pré-universitaria mais prestigiada [2].

Na primeira IMO em 1959 somente sete paises do bloco socialista participaram, mas hoje em
dia mais de 100 paises de todo o mundo sao representados. A Figura mostra a evolucao do
ntmero de paises participantes e dos competidores masculinos e femininos.

O nimero de competidores cresceu de forma sistematica ao longo do tempo. Porém, a parti-
cipagao masculina é notoriamente maior que a feminina. Esse padrao em que meninos participam
mais que meninas é observado também nas competicoes de Mateméatica dentro do Brasil e tem
sido associado a fatores socio-culturais [3].

Para um pais participar pela primeira vez de uma IMO a sociedade de Matematica ou o Mi-
nistro da Educac¢ao devem fazer uma solicitacao formal e enviar observadores ao primeiro certame

apos o pedido [4].

10



CAPITULO 1. INTRODUCAO 11

O Regulamento das IMOs esta disponivel em [5]. Além disso, a cada ano é editado um
Regulamento Adicional. O link para o Regulamento Adicional de 2019 se encontra em [6].

Os objetivos das IMOs sao descobrir, estimular e desafiar estudantes talentosos em Mate-
matica. Fortalecer relagoes de amizade internacional entre matematicos de todos os paises, criar
oportunidades para o intercambio de informagao sobre programas e contetidos de estudo e promover

a Matemaética em geral.

Participacao de Paises, Masculina e Feminina
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Figura 1.1: Evolugao do ntimero de paises participantes e dos competidores masculinos (M) e femi-
ninos (F) na Olimpiada Internacional de Matematica (IMO). Dados tirados de http://www.imo-
official.org/organizers.aspx

A delegacao de um pais é formada por 6 competidores com menos de 20 anos e que nao
tenham feito curso universitario, um professor Lider e um professor Vice-Lider. O professor Vice-
Lider cuida dos estudantes e substitui o Lider caso seja necessario.

Cada delegacao (menos o pais sede) pode enviar problemas para formar a base de dados
inicial (LongList, LL). Somente o professor Lider pode enviar propostas seguindo um procedimento

seguro. Os mesmos nao podem ter sido usados em competicoes anteriores, nem publicados e devem
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abranger varios topicos de Matematica pré-universitaria. Nos tltimos anos os problemas aparecem
classificados em quatro area: Geometria, Teoria dos Numeros, Algebra e Combinatoria.

O pais sede da competicao cria um Comité de Selecao que escolhe os melhores problemas
da LL para formar uma lista menor (ShortList, SL). Cada Lider recebe a SL no primeiro dia da
reuniao de Lideres. A SL de cada ano deve ser mantida confidencial até a conclusao da IMO do
proximo ano.

A competigao acontece em dois dias consecutivos, trés problemas cada dia com quatro horas
e meia de duracao. Cada problema vale 7 pontos e o grau de dificuldade segue a ordem crescente
Pl < P4 < P2 < P5 < P3 < P6. Como os lideres conhecem os problemas da prova com
antecedéncia, eles sao mantidos separados dos competidores até o término do segundo dia de
provas.

As provas sao individuais. Durante a competicao nao é permitido o uso de calculadoras, mas
sim de régua e compasso.

Um pouco menos da metade dos participantes recebe alguma medalha seguindo a proporg¢ao
1:2: 3 entre Ouro, Prata e Bronze. Prémios especiais podem ser dados para solugoes sobressa-
lentes ou brilhantes. Os participantes que nao ganharam medalhas, mas que obtiveram o maximo
de 7 pontos em pelo menos um problema recebem Mencoes Honrosas.

O Juri é formado pelos professores lideres de delegacoes, cada um com um voto e as decisoes
sao tomadas por maioria simples. Cabe ao Juri a escolha dos problemas da SL que serao usados
na IMO, solucao de conflitos, a revisao das provas e escolha dos prémios.

Além da parte competitiva as IMOs sao uma grande festa que permite aos participantes
socializar com outros estudantes da sua idade e com interesses comuns. O pais sede, nos trés dias
em que as provas sao avaliadas, organiza visitas a lugares de interesse da cidade e outras atividades

recreativas, esportivas e culturais.
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1.0.1.1 Resultados Cumulativos por Equipes

Os paises que ficaram com as notas mais altas por equipe em cada IMO foram a China (19
vezes), a antiga Unido Soviética (14 vezes) e os Estados Unidos (7 vezes) [2].

Considerando o namero total de medalhas e mengoes honrosas recebidas (peso 1 para todas)
os trés paises mais premiados sao Hungria, Roménia e Inglaterra. O Brasil é o primeiro pais latino
americano, na posicao de namero 23, seguido de Colémbia na posicao 41 e Argentina na posigao
43. Cuba, meu pais de nascimento, aparece na posi¢ao 68 [7].

Os estudantes de Cuba participaram em 144 oportunidades (pela primeira vez em 1971) e

ganharam 1 medalha de Ouro, 7 de Prata, 37 de Bronze e 24 Mengoes Honrosas [§].

1.0.1.2 Resultados do Brasil

A delegagao do Brasil fez sua primeira participagao em 1979 e apresenta uma melhora de
desempenho ao longo do tempo [9]. Seu melhor resultado por equipes foi a posigdo de nimero 15
(de 109 paises) obtido em 2016. Até 2018, de 231 participagoes, os estudantes brasileiros ganharam
10 medalhas de Ouro, 43 de Prata, 77 de Bronze e 33 Menc¢oes Honrosas.

A Tabela lista os medalhistas de Ouro do Brasil nas IMOs e os anos em que estas
aconteceram. Destaco o Prof. Carlos Gustavo T. de A. Moreira, que atualmente trabalha no
IMPA (Instituto de Matematica Pura e Aplicada) e treina a equipe brasileira que participa da
IMO [10] e o Prof. Artur Avila Cordeiro de Melo [I1], que atualmente trabalha na Franca, e foi
o primeiro latino americano a receber a Medalha Fields [12], considerado equivalente ao Prémio
Nobel.

Além da IMO o Brasil participa de um niimero significativo de outras olimpiadas internacio-
nais de Matematica como a Iberoamericana (OIM), a do Cone Sul, a Iraniana de Geometria (IGO)
e a Olimpiada Europeia de Matematica para Meninas (EGMO, European Girls’ Mathematical

Olympiad) [13].
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] Nome \ Anos ‘
Nicolau Corgao Saldanha 1981
Ralph Costa Teixeira 1986,1987

Carlos Gustavo T. de A. Moreira 1990
Artur Avila Cordeiro de Melo 1995
Nicolau Corgao Saldanha 1981
Gabriel Tabares Bujokas 2005
Henrique Pondé de Oliveira Pinto 2009
Rodrigo Sanches Angelo 2012
Pedro Lucas Lanaro Sponchiado 2018

Tabela 1.0.1: Medalhistas de Ouro do Brasil nas IMOs com seus respectivos anos.

A selecao para representar o Brasil na IMO, e outras olimpiadas, é feita a partir dos estudantes

medalhistas na Olimpiada Brasileira de Matematica [14].

1.0.2 Participagao do Autor em Projetos de Treinamento Olimpicos

Este trabalho esta inspirado em uma frustragao de adolescente em Cuba.

Aprendi a tabuada com meu avo e ele mesmo se surpreendia quando calculava, antes que
todos, o troco de alguma compra. Naquela época era tudo de cabega, nao tinhamos as calculadoras
eletronicas de hoje. Como estudante do Ensino Fundamental I sempre gostei de Matematica.
Lembro que apds aprender na escola o procedimento da multiplicagao de ntimeros de mais de dois
digitos cheguei em casa, e na falta de papel, rascunhei orgulhoso uma conta na parede.

Sendo estudante do Ensino Fundamental II participei de varias Olimpiadas de Matemaética,
mas que fiasco, nao conseguia resolver quase nenhum problema. Com as Olimpiadas de Fisica tive
mais sorte e fui escolhido para entrar em um grupo que era treinado, aproximadamente duas horas
por semana, para representar a escola nessa disciplina. Esse treino marcou minha vida. Na hora

de decidir o que estudar na universidade minha resposta foi imediata: Fisica.
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Foi assim que fiz a graduacao e mestrado em Fisica na Universidade de Havana, um curso
de diploma em Fisica no Centro Internacional de Fisica Teorica (ICTP) de Trieste, na Italia e
doutorado em Fisica na Universidade Federal de Sao Carlos (UFSCar), no Brasil.

Mas os ventos sopraram na direcao da Matemética quando entrei como professor de Calculo
na Faculdade de Zootecnia e Engenharia de Alimentos da Universidade de Sao Paulo (FZEA-USP),
campus da USP em Pirassununga.

Em setembro de 2014, criei um projeto para aumentar as chances de sucesso em Olimpiadas
de Matematica de estudantes do sexto ano do Ensino Fundamental. Em agosto de 2015 nosso
curso foi reconhecido por pesquisadores do IMPA como um POTTI (Polo Olimpico de Treinamento
Intensivo) Presencial Voluntario [15].

O projeto ja dura cinco anos. Atualmente temos duas turmas: nivel I com estudantes sexto
e sétimo ano do Ensino Fundamental e nivel II com estudantes do oitavo ano em diante. Sao
dedicadas quatro horas-aula por semana, 15 semanas por semestre, e ministradas as disciplinas
de Algebra, Combinatoria, Geometria e Aritmética. No final de cada semestre é organizada uma
Olimpiada Regional com a participacao dos estudantes do curso e outros.

Alguns dos alunos iniciantes ainda continuam participando do projeto e acumulando bons
resultados em Olimpiadas e na escola. Boa parte dos estudantes sao de escolas piblicas e muitos
tiveram excelentes resultados nos exames vestibulares. Ao todo ja passaram por alguma das suas
aulas mais de 500 estudantes e 8 professores.

Um programa da GloboNews sobre indices de educacao no Brasil exibiu uma matéria citando
uma das escolas publicas que participa do nosso projeto como referéncia do que pode ser feito para
melhorar o desempenho dos estudantes brasileiros [16].

Também criamos uma playlist de video-aulas [I7]. No momento sao 299 videos, com 58 h de
duracao, média de 11,6 minutos por video.

Queria poder terminar dizendo que os problemas que encontrarao a seguir “mataram” minha

frustracao de adolescente por nao conseguir resolver problemas de Olimpiadas de Matematica, mas
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na verdade, teve muitos outros que nao consegui resolver!

1.0.3 Organizacao

Os problemas aparecem organizados em quatro capitulos. Porém, tipicamente cada problema
usa conhecimentos ligados a mais de uma area da Matematica. Dentro de cada capitulo é dedicada
uma secao para cada problema e os mesmos estao ordenados pelo ano em que aconteceu a IMO,
do mais recente para o mais antigo. Em varias se¢oes apresentamos primeiro uma introducao aos

conhecimentos chaves para a resolucao do problema.

1.0.4 Sequéncias

Uma sequéncia é uma funcao cujo dominio é um subconjunto dos nimeros inteiros e cuja
imagem é um subconjunto dos niimeros reais. Neste texto, nao estudamos sequéncias em que a
imagem é subconjunto dos nameros complexos. Isto é, a : DC Z — 1 C R. Com mais frequéncia o
subconjunto D é conjunto dos niimeros naturais ou dos inteiros nao negativos. Ao invés de denotar
a fungao como a(n) escrevemos a, ou (a,). Uma sequéncia pode ser finita ou infinita dependendo
do nimero de elementos no conjunto D.

Uma sequéncia é dita crescente se existir N € Z tal que para todo n > N valer que a,+1 > a,

e a sequéncia é dita estritamente crescente quando existir N € 7Z tal que para todo n > N vale que

an+1 > a, . De forma andloga sao definidas as sequéncia decrescente e estritamente decrescente.

Uma sequéncia é dita decrescente se existir N € Z tal que para todo n > N valer que a,41 < a,

e a sequéncia ¢ dita estritamente decrescente quando existir N € Z tal que para todo n > N vale

que anpi1 < y -

Uma sequéncia é dita limitada superiormente se existirem M € R e N € Z tal que para todo

n > N valer que a, < M e a sequéncia é dita limitada inferiormente se existirem m € Re N € Z

tal que para todo n > N valer que a,, > m. Uma sequéncia limitada superiormente e inferiormente

¢é dita limitada.
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Veremos nos problemas a seguir que as sequéncias podem ser definidas de diversas formas e

aparecem em todas as areas da Matematica.



Capitulo 2

Algebra

2.1 Uso da Desigualdade do Rearranjo. IMO 2018 P2

2.1.1 Desigualdade do Rearranjo

Antes de resolver o problema 2 da Olimpiada Internacional de Matematica (IMO) de 2018
vamos estudar a Desigualdade do Rearranjo que seré usada posteriormente. Seguimos o enunciado

e demonstracdo apresentado por Antonio Caminha Muniz Neto [18].

Proposicao: Sejam a; < --- < a,, com n € N, ntimeros reais e considere a expressao

S:a1b1+---+anbn

onde by, --- ,b, é uma reordenagao de ay,--- ,a,. Entao

aa, + -+ aga; < S <al 4+ dl (2.1.1)

Antes da demostragao, vejamos um exemplo.

Seja (a)® (—2,0,3). Temos (3!) seis permutagoes possiveis:

i=1 —

(=2)(3) + (0)(0) + 3)(=2) = —12

18
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(=2)(=2) + (0)(0) + (3)(3) = 13.

Uma ilustragao geométrica usando vetores tridimensionais pode ser encontrada em [19].

Demonstragao: Vamos primeiro maximizar S. Como s6 ha um ntimero finito (n!)

de possiveis reordenagoes by,--- ,b, , hd uma delas que torna S méxima. Suponha entao que
partimos da reordenacao by, - - , b, que torna S méaxima. Queremos mostrar que essa reordenagao
é exatamente aq,--- ,a, . Para isso, basta mostrarmos que deve ser b; < --- < b,. Por absurdo,

suponha o contrario, isto ¢, que existam indices ¢ < j tais que b; > b; . Trocando as posicoes de b;

e b; (pondo b; ao lado de a; e b; ao lado de a;) a variacao de S sera:

AS = ((I,Z’bj + (Zjbi) — (a,bl + ajbj) = (Cli — (Zj)(bj — bl> > 0.

Em outras palavras, S aumenta. Mas isso é um absurdo pois partimos de um valor maximo
de S. Logo, by < -+ < b, e b; = a;,Vi. Com isso o maior valor possivel de S ¢ af + - -+ + a2.

O raciocinio para provar a outra parte da desigualdade ¢é analogo. Existe uma reorde-
nacao ci,- - - , ¢, que torna S minima, pois o nimero de reordenacoes é finito. Suponha entao que
partimos dela. Queremos mostrar que essa reordenacao é exatamente a,,--- ,a;. Para isso, basta
mostrarmos que deve ser ¢; > --- > ¢,. Por absurdo, suponha o contrario, isto é, que existam
indices 7 < j tais que ¢; < ¢; . Trocando as posi¢oes de ¢; e ¢; (pondo ¢; ao lado de a; e ¢; ao lado

de a;) a variacao de S sera:

AS = (CLiCj + CLjCZ‘) — (CLZ'Ci + ajcj) = (ai — CLj)(Cj — Ci) < 0.

Em outras palavras, S diminui. Mas isso ¢ um absurdo pois partimos de um valor minimo

de S. Logo, vale que ¢y > -+ > ¢, € ¢; = ayy1-i, Vi. Com isso o menor valor possivel de S é
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a1Qp + - +apa;. O
2.1.2 IMO 2018 P2

Determine todos os inteiros n > 3 para os quais existem niimeros reais ap, as, - - - , ,12 tais que

Apy1 = A1, Qpyo = A2 €

;41 +1= a;4+2 (212)

parat=1,2,--- n.

A IMO 2018 foi realizada na cidade Cluj-Napoca, Roménia. Problema proposto pela delega-

cao da Eslovaquia [20].
Solucao:
2.1.21 Cason=3

Temos a sequéncia (ay, as, as, ay,asz), pois ay = a; e as = ap. Adicionalmente, da equagao

(2.1.2) seguem trés equagdes, uma para cada valor de i = 1,2, 3:

a1a9 + 1= as (213)
QAo03 + 1= aq (214)
asaq + 1= a9 (215)

estamos interessados em encontrar uma solugao.

e Suponha inicialmente que a; = ay = a3 = a. As trés equagoes anteriores se transformam em

a>—a+1=0 (2.1.6)

que nao tem solucao real pois o discriminante dessa equacao quadrética em a é negativo.

e Como segunda tentativa considere a; = ay = a # az. Neste caso a equagao (2.1.3) se

transforma em
a3 =a*+1 (2.1.7)
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e as equagoes (2.1.4) e (2.1.5) em

aaz + 1 = a. (2.1.8)

Substituindo as de (2.1.7)) em ([2.1.8)) encontramos que a® = —1, segue que a = —1 e voltando
em (22.1.7)) encontramos a3 = 2. Isto ¢, existe solu¢ao no caso n = 3, a sequéncia (ay, as, az) =
(—1,—1,2). Pode ser mostrado que (a1, as,a3) = (2,—1,—1) e (as,az,a3) = (—1,2,—1)

também sao solugoes.

2.1.2.2 Cason=4

Temos a sequéncia (aq, as, as, ay, a1, az), pois as = a; e ag = as. Note ainda que podemos
estender a sequéncia de forma ciclica: a; = a3 e ag = ay.

Adicionalmente, da equacao (2.1.2]) seguem quatro equagbes, uma para cada valor de i =
1,2,3,4:

ajas +1=as (2.1.9)
asas +1 = ay (2.1.10)
azas +1=aq (2.1.11)
asar +1=ay (2.1.12)

Das quatro equacoes anteriores vamos formar outros dois conjuntos de quatro equacoes cada.

Para o primeiro conjunto multiplique as equacgoes anteriores por as, a4, a; € as, respetivamente.

ayazas + as = a; (2.1.13)
axazay + ay = a; (2.1.14)
ayazay + a; = aj (2.1.15)

a1a9a4 + ag = a3 (2.1.16)
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Para o segundo conjunto multiplique as equagdes (2.1.9), (2.1.10)), (2.1.11)) e (2.1.12)) por ay,

ai, as € ag, respetivamente.

1204 + a4 = azay (2.1.17)
10203 + a1 = aiay (2.1.18)
A2a304 + a9 = @109 (2.1.19)
a1a3a4 + a3 = asas. (2.1.20)

Note que a soma dos lados esquerdos dos dois conjuntos de equagoes anteriores é idéntica,

logo a somas dos lados direitos dos dois conjuntos deve ser igual:

2 2 2 2
aj +a; +az + a; = a1a1 + agaz + azas + asaq4 = a1as + a2a3 + azaq + aqa;.

Como (ag,as,as,a;) é uma permutagao de (aq,as,as,ay) pela Desigualdade do Rearranjo
(equagao (2.1.1))) concluimos que a; = ay = ag = a4 = a e voltando nas equagdes (2.1.9)), (2.1.10)),
(2.1.11)) e (2.1.12) encontramos novamente a equagao (2.1.6) que nao tem solugdo real. Isto prova

que nao existe solugao real no caso n = 4. estamos prontos para a solucao geral.

2.1.2.3 Solugao Geral

Multiplicando a equagao (2.1.2)) por a;;2 teremos:

A; Qi 1Q54-2 + A1 = a?+2. (2121)

Somando as n equagoes anteriores, lembrem que ¢ = 1,2, -+ n, teremos:

n

Z A; Q41542 + Z Aj12 = Z a?+2, (2122)
i=1

i=1 =1

mas Z?:l Ait2 = Z?:l a; e Z?:l a22+2 = Z?:l a’zz logo

z”: ;i 1Gi1 0 + Zn: a; = z": a?. (2.1.23)
i=1 i=1 i=1

Por outro lado, trocando 4 por i + 1 na equagao (2.1.2)) encontramos:
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A;+1A542 +1= a;+3. (2124)

Multiplicando por a; a equagao anterior segue:

A;Q;43 = A;A5110542 + a;. (2125)

No préximo passo somamos as n equagoes anteriores:

Z a;Qiy3 = Z aiQiy1Qive + Z a; (2.1.26)
i=1 i=1

i=1 =

Agora podemos verificar que o lado esquerdo da equagao (2.1.23)) coincide com o lado direito

da equacao ([2.1.26)), logo

zn: ;43 = Zn: CL,L2 (2127)
=1 1

=

Pela Desigualdade do Rearranjo (equagao (2.1.1)) a equagao (2.1.27)) implica que

ai+3:az~,Vi:1,2,--- ,n (2128)

Temos dois casos a considerar.

e n é multiplo de 3, n = 3k com k € N

Neste contexto existe uma solugao que satisfaz a equagao ([2.1.28) da forma
(ab Qg, a3, -+ ,A3k—2, A3k—1, a3k) = <_17 _17 27 T _17 _17 2) .

Esta solugao repete o padrao encontrado no caso n = 3.
e n nao é multiplode 3, n =3k+1oun=3k+2com k € N

Neste contexto nao existe nenhuma solugao. Pois a equagao (2.1.28|) implica que ay = a4 = --- =

A3k11, Ao = Q5 = *++ = (3g42 € A3 = Ag = - -+ = agg. Por outro lado, quando n = 3k + 1 temos que
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as igualdades das hipoteses do problema a,11 = a1, 4,12 = ay podem ser escritas como asxo = a1,
az(x+1) = az. Logo, az = ay e az = ag. Isto ¢, a; = ay = -+ = a, = a que ja vimos que nao leva
a nenhuma solugao real. Uma situacao analoga acontece quando n = 3k + 2. Outras solugoes, em

inglés, deste problema se encontram em [21].
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2.2 Desigualdades com Sequéncias de Inteiros. IMO 2014 P1

Seja ag < a; < ay... uma sequéncia infinita de inteiros positivos. Prove que existe um tnico

inteiro n > 1 tal que

Yar+as+-+an
a, < LTQ TS T < s (2.2.1)
n

A IMO 2014 foi realizada na Cidade do Cabo, Africa do Sul. Problema proposto por Gerhard
Wéginger, Austria [20].

Solucao:
2.2.1 Consideracoes Iniciais

A fracao que aparece na desigualdade inicialmente lembra a média aritmética, mas nao é o
caso devido ao termo ag. E uma soma de n + 1 termos da sequéncia dividida por n.

Vamos estudar primeiro um exemplo. Seja a, = n + 1 com n € N U {0}, temos que vale

0 <ayg<a <as... Adicionalmente
Uny1 — G = (N +2)—(n+1) =1

Isto é, a sequéncia é uma progressao aritmética de inteiros positivos. A soma de n+ 1 termos

n+1)-(ao + an n+1)-(n+2
Clo+a1+a2+--~+an:( )2(0 ):( )2( )

Segue que podemos escrever a desigualdade (2.2.1) como

(n+1)-(n+2)
2n

n+1< <n+2. (2.2.2)

O lado esquerdo de ([2.2.2)) vale se n < 2 e o lado direito de (2.2.2) se n > 1. Com isto, n =1

¢ a Unica solucao da desigualdade.

2.2.2 Solucao Geral

Olhando para o lado esquerdo da desigualdade ([2.2.1]), e como todos os nimeros séo inteiros

positivos, vamos definir uma nova sequéncia (d,,)

na, <ag+ay +as+---+ay
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0O<ag+a +as+---+a, —na, =d, (2.2.3)

0<d,.

Agora focamos no lado direito da desigualdade ([2.2.1))

ao+a1+a2+---+an§nan+1

ap+ay+ay+ -+ ap + anp1 < NGppy A+ appr = (04 1)an

ap+ay+az+--+ay+appr — (n+1ay <0

dn—H S 0.

Isto é, a desigualdade (2.2.1)) é equivalente a desigualdade
dper <0 < d, (2.2.4)

para a sequéncia (d,). Note de (2.2.3) que dy = ap > 0. Temos adicionalmente que

dpy1 —dp = (ag + a1 +az + -+ ap + a1 — (N + ag1) — (a0 + a1 +ag + -+ + a, — nay)

dpi1 — dy = nla, — anyq) < 0. (2.2.5)

Como a sequéncia (a,) é estritamente crescente temos a,, — a1 < 0 e dyyq < d,,. Isto é, a
sequéncia (d,,) é estritamente decrescente.
Segue que, para algum valor de n, a desigualdade (2.2.4) ¢é satisfeita, pois a sequéncia (d,)

inicia em um inteiro positivo, é estritamente decrescente e somente assume valores inteiros.

2.2.3 Comentarios Finais

O fato da sequéncia inicial ser uma sequéncia de nimeros inteiros é essencial na demostracao.
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Como contra-exemplo, seja (a,) uma sequéncia de ntimeros reais dada por

1
=10 — —.
a 277,

Temos ag =9 e usando (2.2.3)) dy = ag = 9 > 0. Adicionalmente

1 1 1
Ap — Qpy1 = (W_Q_”) = _W’

logo a, < a,y1 e (a,) é estritamente crescente. Pela equagao (2.2.5) segue que,

n
B 2n+1

dn—l—l - dn =

Isto ¢, a sequéncia (d,,) ¢ estritamente decrescente. Porém, como o niimero 57 tende a zero
rapidamente quando n cresce, pode ser verificado que d,, > 0 para todo n € NU {0}. Com isso
nao existe um valor de n que satisfaga a desigualdade (2.2.4)).

Outras discussoes relacionadas a este problema se encontram em [22] e [23]. Esta secao faz

parte de um trabalho em preparagao [24].
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2.3 Desigualdade das Médias Aritmética e Geométrica. IMO
2012 P2

2.3.1 Desigualdade das Médias Aritmética e Geométrica

A ferramenta principal para resolver o problema desta secao é a desigualdade das Médias

Aritmética e Geométrica.

Proposicao: Seja {z,7s,...,7,} uma lista de niimeros reais positivos com n > 2, entao

n

onde E Ti=x1+x0+ ...
i=1

..-:xn'

Demonstracao do Caso n = 2: Queremos provar que:

T+ T
2

Multiplicando os dois lados por 2 e elevando ao quadrado temos:

> \/T1 T2

(1 + 5172)2 > 4xy - 2o

Desenvolvendo o quadrado e simplificando

x%+2x1-x2+x324x1-x2

x] — 23y - 29 + 25 >0

(Il - I2>2 Z 0

Mas o quadrado de um numero real é sempre nao negativo. A igualdade ocorre quando
xr1 = x4
A demostragao para n > 2 pode ser encontrada, por exemplo, em [25] e [26].
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2.3.2 IMO 2012 P2

Seja n > 3 um inteiro e sejam ay, as, ..., a,, nimeros reais positivos tais que asas - --a, = 1. Prove

que

(1+a2)*(14+as)®--- (14 a,)" >n" (2.3.1)

A IMO 2012 foi realizada na cidade de Mar del Plata, Argentina [20)].

Solugao:
Para o primeiro fator na multiplicacao da desigualdade (2.3.1)) considere a lista {1, as}. Como

ambos niimeros sao positivos podemos aplicar a desigualdade entre as médias aritmética e geomé-

trica

1—|—(l2 >
9 =

Elevando ao quadrado os dois lados da desigualdade anterior temos

1'CL2.

(14 ag)* > 2?2 ay. (2.3.2)

A igualdade ocorre quando as; = 1.
Para o segundo fator na multiplicacao da desigualdade ‘) considere a lista {%, %, CL3}.
Como os trés numeros sao positivos podemos aplicar a desigualdade entre as médias aritmética e

2
bidra 20 e [y 1y oy
3 3 2 2 2

Elevando ao cubo a desigualdade anterior temos

geométrica

1

(1+a3)® = (2(%) +az)® > 3% (§> - as. (2.3.3)

A igualdade ocorre quando az = %

Em geral, para o termo k-ésimo (2 < k < n) do lado esquerdo na desigualdade ({2.3.1])
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considere a lista com k£ — 1 niimeros iguais a ﬁ e ay, isto é,

11 1
E-Uk—1 k-1,

(k—1) ndmeros

Como todos os ntimeros sao positivos podemos aplicar a desigualdade entre as médias arit-

(k_1>(f)+ak2</<ﬁ)(’”).ak-

Elevando a poténcia k-ésima os dois lados da desigualdade anterior obtemos

mética e geométrica

1

(k1)

A igualdade acontece quando a; = 5.
Como k varia de 2 até n multiplicando os termos da desigualdade anterior temos

n

oot =10 ()
ag _k:2 E—1 Qg .

k=2
Note que parte do lado direito da desigualdade anterior é um produto telescopico onde todos

os termos se cancelam, exceto um

n 1 k—1 12 1 n—2 1 n—1
kk - :223 - _1n71 n N
1 (=) =20 () o () e Gm) =

logo

n

H(1+ak)k >n"-ag-as---ay.
k=2

Usando a hipotese no enunciado do problema asas - - - a,, = 1 podemos escrever

n

H(l + ap)* > n.

k=2

Para que aconteca a igualdade devemos ter que a; = ﬁ VEeN,2<k<n,masn>3e



CAPITULO 2. ALGEBRA 31

11 1
gy =1~ = 1.
@2y 53 17

Isto é, a igualdade nunca ocorre, provando que a desigualdade é estrita

n

H(l + ak)k > n".

k=2
Uma outra solugao para este problema pode ser encontrada em [27]. Esta segao faz parte de

um trabalho em preparagao [24].
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2.4 Divisibilidade e Sistema de Equacoes com Inteiros. IMO
2011 P1

Para qualquer conjunto A = {ay,as,as,as} de quatro inteiros positivos distintos, a soma a; +

as + az + a4 é denotada por sa. Seja n4 o numero de pares de indices (i,7), com 1 <i < j <4,
para os quais a; + a; divide s4. Encontre todos os conjuntos A de quatro inteiros positivos

distintos para os quais n4 alcanca o seu valor maximo.

A IMO 2011 foi realizada na cidade de Amsterda, Holanda [20].

Solucao:

Primeiramente suponha que os elementos do conjunto A sao inteiros. Note que a; 4 a; divide
sA = a;+a;+ag+a; se, e somente se, a; +a; divide ay +a; = s4 — (a; +a;). Em outras palavras, a
soma de dois termos, a; + a;, do conjunto A divide a soma dos quatro termos do mesmo conjunto
se, e somente se, a soma dos termos, a; + a;, divide a soma dos outros dois termos, a; + a;.

Segundo, como os quatro inteiros sao positivos e distintos podemos assumir, sem perda de
generalidade, que

O<a <ag<as<ay (2.4.1)

Somando aq, as, ag e as na desigualdade anterior encontramos respectivamente:

a; <201 < ap+as <ap+az <a;+ay (2.4.2)
as < a1+ as < 2a9 < as +az < as + ay (2.4.3)
az < ap+ az < as + az < 2a3 < az + a4 (2.4.4)
as < a1+ ag < ag+ag < as+ ag < 2a4 (2.4.5)

Juntando parte das desigualdades (2.4.2) e (2.4.5)) encontramos

a1 +as < ap+az <ap+ag < ag+ay <as+ay (2.4.6)

E juntando parte das desigualdades (2.4.2), (2.4.4) e (2.4.3)) encontramos
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a1 +as < ap+asz <astag < as+ay <asg—+ ay (247)

As duas desigualdades anteriores ((2.4.6)) e (2.4.7)) ordenam parcialmente as somas de dois

elementos do conjunto A. As duas maiores somas sao az + a4 € as + a4 nessa ordem e as duas
menores somas sao a; + ag € aj + ag nessa ordem. Nada pode ser afirmado a priori (maior, menor
ou igual) sobre as somas a; + a4 € as + ag.

Terceiro, o conjunto de pares de indices (7,7), com 1 <i < j <4, ¢é

{(1,2),(1,3),(1,4),(2,3),(2,4),(3,4)} -

Com isto, os valores possiveis para ny variam de 0 até 6.

Quarto, fazendo i = 3 e j = 4 temos que a3 + a4 nao divide a; + as pois a; + as < az + a4 €
fazendo i = 2 e j = 4 temos que as + a4 nao divide a; + ag pois a; + a3 < as + a4 logo az + a4 e
as + a4 ndo dividem s4 e ny < 4.

Quinto, nos casos em que a; + a4 < as + as € a; + ag > as + az temos que ny < 3, pois a
maior destas somas nao divide a menor. A tnica chance para ny = 4 é que a; + a4 = as + az pois
neste caso aj + a4 divide as + ag e as + az divide a; + ay.

Sexto, suponha entao que ny = 4. Isto é, a; + as divide as + a4, a1 + az divide as + a4 e
a1 + a4 = ag + as.

Como a; + ay divide a3 + a4 deve existir um inteiro positivo m tal que

as + ay = m(a1 + CLQ)

Adicionalmente, como a; + a3 divide as + a4 deve existir um inteiro positivo n tal que

a9 + ay — n(a1 + ag)

Segue das desigualdades (2.4.6)) e do fato dos elementos do conjunto A serem inteiros positivos
distintos que m >n > 2.

Resumindo, devemos resolver o sistema de equagoes a seguir:

a1+ as = ag + az
m(a1 + CLQ) = as+ aq (248)

n(a1 + CL3) = a2 —+ ay
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Somando a primeira e terceira equacgao do sistema temos
n(a1 + (13) = —ay + 2CL2 + as

No caso em que n > 3 vale que n(a; +as) > 3az > 2as+as > —a; +2as+as, uma contradi¢do

com a equagao anterior, logo n = 2 e rescrevemos (12.4.8)) como:

a] + ayg = ag + as
m(a; + az) = ag + ay, (2.4.9)
2(0,1 + CL3) =ag + ay
em > 2.
No proximo passo eliminamos a4, somando a primeira e segunda e a primeira e terceira

equacoes anteriores:

(I+m)a; = (1 —m)ag + 2as3

(2.4.10)
3(11 + as = 2@2

A seguir eliminamos a3 somando a primeira equagao e duas vezes a segunda equacao:
(T+m)a; = (5 —m)ay (2.4.11)

O lado esquerdo da equacao anterior é um inteiro positivo, assim como as, segue m < 5.
Como ja tinhamos que m > 2 e m é inteiro positivo somente restam duas possibilidades: m = 3

oum = 4.

e Caso m = 3. Voltando em (2.4.11)) temos ay = 5a; e colocando esse resultado na segunda
equagao de encontramos az = 7a; e finalmente substituindo as duas equagoes ante-
riores na primeira equagao de ([2.4.9) chegamos a a4 = 11a;. Chamando a; = d concluimos
que A = {d,5d,7d,11d}.

e Caso m = 4. Voltando em (2.4.11) temos as = 1laie colocando esse resultado na segunda
equagao de (12.4.10)) encontramos az = 19a; e finalmente substituindo as duas equagoes ante-

riores na primeira equagao de ([2.4.9)) chegamos a a4 = 29a;. Chamando a; = d concluimos
que A = {d, 11d,19d,29d}.

Em resumo, ny alcanga o seu valor maximo, ny = 4, quando A = {d,5d,7d,11d} ou A =
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{d,11d,19d,29d} para d € Z e d > 1. Esta solu¢ao ¢ uma versao ampliada de [2§].

35
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2.5 Subsequéncias de uma Progressao Aritmética. IMO 2009
P3

2.5.1 Subsequéncias de uma Progressao Aritmética (PA)

Antes de apresentar o problema vejamos um exemplo para esclarecer a notacao.

e Considere a sequéncia (s,) = (s1, S2, 3, - - - ) dada pela formula s,, = 1 + 2n. Isto é,
(sn) = (3,5,7,9,11,13,15,17,---). A sequéncia (s,) ¢ uma PA de razao d = 2 (d, =

Spi1 — Sn = 2 = cte) e valor inicial 3 (s; = 3).

e Vamos construir agora uma nova sequéncia pegando somente alguns termos da sequéncia an-
terior, em outras palavras, uma subsequéncia. Seja (Ss,) = (Ss;, Ssyy Ssss -+ ) = (S3, 5,87, -+ ) =
(7,11,15,---). A sequéncia (s;,) € uma PA de razao D =4 (D,, = s,,,, — 5, = 4) e valor

inicial 7 (s5, = 7).

e Adicionalmente, seja outra subsequéncia (s, +1) = (Ss; 41, Ssgt1, Ssst1,° ) = (S4, 86, S8, "+ ) =
(9,13,17,---). A sequéncia (ss,+1) ¢ uma PA de razao EF =4 (E, = s, ,41 — Ss,4+1 = 4) €

valor inicial 9 (s5,+1 = 9).

e Podemos ainda construir uma terceira subsequéncia formada pela diferenca das duas sub-
sequéncias anteriores. Seja (ds,) = (Ss,+1 — Ss,) = (Ss;41 — Ssys Sspt1l — Ssps Ssgt1 — Ssgy** ) =

(84—53,86—55,38—57,"'):(272727"')-

Vimos um exemplo em que a sequéncia de partida é uma PA, as duas primeiras subsequéncias de-
finidas também sao PAs e a tltima subsequéncia é constante. Esse resultado pode ser generalizado

na proposicao a seguir.

Proposicao: Se (s,) = (s1,52,83,-+) é uma progressao aritmética dada pela formula s, =
A+ (n—1)d, onde s,, A (valor inicial) e d (razdo) sao nimeros reais e n ¢ um nimero natural,
entdo as subsequéncias (Ss,) = (Ss;; Ssys Ssgs ) € (Ss,41) = (Ssy415 Sspt1, Ssgt1, ---) também sao

progressoes aritméticas.

Demonstragao: Podemos encontrar uma féormula para s,, trocando n em s,, = A+ (n —
1)d por s, = A+ (n — 1)d. Isto é,
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S5, =A+(A+(n—1)d—1)d

n

ss, = A+ (A—1)d+ (n—1)d?

n

Ss, =B+ (n—1)D

n

Logo, a subsequéncia (s,,) é uma Progressao Aritmética de valor inicial B=A+ (A—1)d e
razao D = d°.

Agora vamos encontrar uma formula para s, 41 trocando n em s, = A + (n — 1)d por
sp+1=A+(n—1)d+ 1. Isto &,

Sspr1=A+(A4+(n—1)d+1-1)d

Se,41=A(d+ 1)+ (n—1)d?

Ssp41 =C+(n—1)F

Logo, a subsequéncia (ss,11) é uma Progressao Aritmética de valor inicial C' = A(d+1) e
razao F = d%. O

O problema a seguir é um caso particular da reciproca da proposicao anterior.

2.5.2 IMO 2009 P3

Seja s, s9, S3, ... UmMa sequéncia estritamente crescente de inteiros positivos tal que as subsequén-

clas Sg;, Ssyy Ssgs--- € Ssy41, Ssytl, Ssytl, .- SA0 ambas progressoes aritméticas. Demonstre que a

sequéncia s1, S2, S3, ... também é uma progressao aritmética.

A IMO 2009 foi realizada na cidade de Bremen, Alemanha [20]. O problema acima foi
proposto pela delegacdo dos Estados Unidos [29].

Solucao:

Como s1, S9, S3, ... € uma sequéncia estritamente crescente de inteiros positivos vale que 0 <
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51 < 83 < 83 < .... Temos também que Ss,, Ss,, Ssys - € Ssy+15 Ssyt1, Sss+15 --- SA0 ambas progressoes

aritméticas, logo existem inteiros B, C', D e E tais que

Sy, =B+ (n—1)D (2.5.1)

n

Ss,401=C+(n—1)FE (2.5.2)

Note que para todo n natural vale que

Sen < Sentl < S (2.5.3)

pois S, < Spi1 € S, + 1 < s,41. Substituindo (2.5.1)) e (2.5.2) em ([2.5.3) encontramos

B+ (n-1)D<C+(n-1)E<B+nD (2.5.4)

Subtraindo B 4 (n — 1) D na desigualdade anterior chegamos a

0<C—B+(n—-1)(E-D)<D (2.5.5)

A desigualdade (2.5.5)) deve valer para todo n natural. No caso em que E < D existird um
valor de n a partir do qual a primeira parte da desigualdade nao sera verdadeira, no caso £ > D
existird um valor de n a partir do qual a segunda parte nao sera verdadeira. Com isto concluimos

que E = D, isto é, a razdo nas duas subsequéncias (PA) deve ser a mesma.
Logo, a desigualdade (2.5.5)) pode ser reescrita como

0<C-B<D (2.5.6)
e a igualdade (2.5.2) como
Sspt1=C+(n—1)D (2.5.7)

Seja d,, = sp11 — Sp- Usando (2.5.7) e (2.5.1]) temos que

ds, = 85,41 — S5, = C — B (2.5.8)

n

Para demonstrar que a sequéncia sy, So, s3,... € uma progressao aritmética devemos provar

que d,, nao depende de n. Isto é, d,, = d, Vn € N.
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A razao das subsequéncias pode ser escrita como
D =s,, , — Ss

n

Alternativamente podemos escrever a razao DD como uma soma telescopica

D = dsn + dsn+1 + -+ dsn+1—1

D = (55n+1 - Ssn) + (Ssn+2 - 55n+1) + T + (837L+1 - Ssn+171)

Como a sequéncia (s,) é de inteiros positivos e estritamente crescente teremos que d, > 1
¢ um inteiro e d,, < D para todo n € N. Isto é, a sequéncia de inteiros positivos (d,,) é limitada
inferiormente e superiormente.

Logo existem m e M tais que m = min{d,} e M = max {d,}.

Primeiro, considere a soma de m termos da sequéncia (d,,), todos menores ou iguais a M:

ds, +ds,+1+ -+ ds,1m-1 <mM (2.5.9)

(Sanrl - Ssn) + <Ssn+2 - Sanrl) T+t (Sanrm - Sanrmfl) = Ssptm — Ss, < mM

Agora escolha n de tal forma que d,, = m. Isto é, m = s,.1 — s, para algum n, segue que

Ssntm — Ssn = Ssp-tsnii—sn — Ssn = Ssni1 — Ss, = D < mM (2.5.10)

A igualdade em D < mM vale se, e somente se, todas as parcelas em ([2.5.9) sao iguais a M.

Segundo, considere a soma de M termos da sequéncia (d,), todos maiores ou iguais a m:

dy, + dg, 1+ +dg, i1 > mM (2.5.11)

(SSnJrl - Ssn> + (Ssn+2 - Sanrl) + -+ (Ssn+M - Sanerl) = Ssp+M — Ss, > mM

Agora escolha n de tal forma que d,, = M. Isto é, M = s,,1 — s, para algum n, segue que
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SSn+M - Ssn = 857z+5n+1_5n - Ssn = 85n+1 - SSn = D Z mM (2512>

A igualdade em D > mM vale se, e somente se, todas as parcelas em (2.5.11]) sdo iguais a

As desigualdades em ([2.5.10) e (2.5.12)) implicam que D = mM e que

Sed, =m, entaod;, =dg, 11 = =ds,ym1=M

Sed, = M, entaods, = ds, 41 =+ =ds,+p—1 =M

Resumindo,

Sed, =m, entaods,, = M

Sed, =M, entaods;, =m

Mas a equagao (2.5.8)) diz que ds, = C'— B é constante (nao depende de n). Isto é, M = m,
o minimo e o méaximo do conjunto {d,, = s,+1 — S, } ¢ 0 mesmo. Em outras palavras, a sequéncia

(s,) é uma progressao aritmética, como queriamos provar.
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2.6 Maximo e Minimo numa Subsequéncia. IMO 2007 P1

Sejam dados os nimeros reais aj, as, ..., a,. Para cada ¢ (1 <7 <n) defina

d; = max{a; : 1<j<i} —min{a; : i<j<n} (2.6.1)
e seja
d=mazx{d;:1<i<n} (2.6.2)
(a) Prove que, para quaisquer ntmeros reais 1 < xo < - -+ < Iy,
, d
max {|z; — a; :1§z§n}2§ (2.6.3)
(b) Mostre que existem ntmeros reais 1 < x5 < - - - < x,, tais que vale a igualdade em ([2.6.3)).

A IMO 2007 foi realizada na cidade de Hanoi, Vietnam [20]. O problema acima foi proposto

pela delegagao da Nova Zelandia [30].
2.6.1 Exemplo

Antes de apresentar a solucao geral podemos esclarecer a notacao estudando um exemplo.
Sejam n =5 e (a1, az, ag, a4, a5) = (3,7,4,2,9).Verifique usando (2.6.1)) e (2.6.2) que

dy = maz {a1} — min{ay, as, a3, a4,a5} =3 —2=1

dy = max {ay,as} — min{as,as,a4,a5} =7—2=25

ds = max {ay, as, a3} — min{as,aq, a5} =7—-2=25

dy = max {ay, as, a3, a4} —minfag, a5} =7—-2=75

ds = mazx {ay, as, as, a4, a5} —minf{as} =9 —-9=0
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d = mazx {dl,d27d37d4,d5} =5

Sejam (1,9, 3, T4, x5) = (1,2,3,4,5). Temos que vale a desigualdade no item (a) do pro-
blema:

5
max{\xi—ai]:1gign}:max{2,5,1,2,4}:5>5

, g, 9). Temos que vale a igualdade do item (b) do problema:

N [©

Sejam (xl,x2,$3,$4,x5) = (%7 37
1515 )

mazx {|x; —a;| 1 <i<n}=maxr -,=,=,=,0p ==

2222 2

2.6.2 Solucao Geral

Considere conhecidos os subindices 1 < p < ¢ <r < n tais que d = d, e, olhando para ([2.6.1))
e (2.6.2)), escrevemos

a, = max {a; : 1<j<q}

a, = min{a; : ¢<j<n}

d=a,—a,
Isto é, asequéncia ay, -+ ,ap, - ,Gq," "+ ,Qr, -,y € transformada em duas: ay,--- ,ap,, -+ ,a,4
e g, G, - ,a, O subindice ¢ representa a posi¢do de um dos maximos da sequéncia (d;)}. O

subindice p representa a posi¢ao de um dos méaximos da sequéncia (a;){ e o subindice r representa
a posicao de um dos minimos da sequéncia (aj)f;. Os subindices podem nao ser tinicos. No exemplo
visto o valor de ¢ podia ser tomado como 2, 3 ou 4.

Precisamos estudar o conjunto D = {|z; — a;| : 1 < i < n}. Como estamos supondo conheci-
dos p, ¢ e r podemos focar em somente dois elementos do conjunto anterior: |z, — a,| e |z, — a,|.
Note que

(ap = xp) + (xr —ar) = (ap — ay) + (2r — 3p) > ap —ar =d

Para escrever a desigualdade anterior usamos que x, — x, > 0, pois r > p e a sequéncia (x;)

¢ nao decrescente. Logo
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[VlIsH

Segue que ou (a, — z,) > $ ou (x, —a,) >

mazx {a, — Ty, T, —a,} >

Usando o moédulo dos dois elementos vale que

d
mazx{| a, — z, |,| z, — a, |} > max{a, — xp,x, —a,} > 7
O que equivale a
d
maz{] 2, ay || 2. —a, [} 2 5.
No préximo passo consideramos todos os elementos do conjunto D
. d
mazx {|x;—a;| - 1<i<n} > max{| x, —a, |,| . —a, |} > 2

Com isto concluimos a prova do item (a), isto &,

N

max {|z;—a;| - 1<i<n} >

Para resolver o item (b) vamos definir as sequéncias (M;) e (m;) para todo 1 <i <mn

M; = maz {a; : 1<5<i}

m; = min{a; : i<j<n}
De (2.6.1)) verificamos que d; = M; — m; para todo 1 < i < n. Adicionalmente, como o
elemento a; aparece nos dois conjuntos anteriores temos que
m; < a; < M,; (2.6.4)
para todo 1 <4 < n. Vamos mostrar que a sequéncia (z;) definida como

2

para todo 1 < i < n, satisfaz as condigoes do item (b) do problema.

T

(2.6.5)

Note primeiro que as sequéncias (M;) e (m;) sdo nao decrescentes
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M; =max{ay, - ,a;} <mazx{ay, -, a;a;41} = Mg

m; = min{a;, aip1, -, Gpt < main{ai, o0, Gt = My
com o que se conclui que a sequéncia (x;), dada por (2.6.5)), também é ndo decrescente, como
requerido pelo problema.
Segundo, multiplicando (2.6.4]) por —1 temos
—M; < —a; < —m;

Somando x; na desigualdade anterior

T — M; <z —a; <z —m;

Usando ([2.6.5)) nos extremos da desigualdade encontramos

—di _ < b
i —Q; S~ —
2 = 2
Segue que para todo 1 <i<n
d;
Ty — Q4 |§ o
2

Com isto

d;
max {|z;—a;| - 1<i<n} < max {5 : 1§i§n}

d
mazx {|z;—a;| : 1<i<n} < 5

Esta ultima desigualdade, em conjunto com o provado no item (a), mostra que
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d
max {|z;—a;| : 1<i<n} = 5

Um outro método de constru¢ao da sequéncia (x;) para satisfazer a ultima igualdade é dis-
cutido em [30)].
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2.7 Funcao Parte Inteira e Fracionaria. SL da IMO 2006 P1

2.7.1 Funcao Parte Inteira e Fracionaria.

A fungao parte inteira, denotada por |x], converte um nimero real £ no maior ntimero inteiro
menor ou igual a z, enquanto a fun¢ao parte fracionaria, denotada por < x >, converte um nimero
real  em outro nimero real, x — |z, maior ou igual a zero e menor que um.

Isto ¢, || : R — Z tal que

|z] =max{m € Z | m < z}

e<x>R—]0,1) tal que

<x>=zx— |z
A Figura (2.1) ilustra as fung¢oes parte inteira e parte fracionaria.

5 | S
4 —

3 |

g(x) =<x>=x—[x]

LS V7S

Figura 2.1: A fungao parte inteira, denotada por |z |, converte um nimero real z no maior nimero
inteiro menor ou igual a x, enquanto a funcao parte fracionaria, denotada por < x >, converte um
nimero real z em outro nimero real, z — ||, maior ou igual a zero e menor que um.

Exemplos: |—3,3] = —4; |-2] =—-2; |-0,1] =—1; [0,1] =0; |[3,3] =3; |7] =T;
€ -33>=0,7:< -2>=0; < -0,1>=0,9, <0,1>=0,1; < 3,3>=0,3; <7 >=0.
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2.7.2 SL da IMO 2006 P1

A sequéncia de nimeros reais ag, a1, as, ... esta definida pela formula

Qi1 = LGZJ < a; > (271)

para i > 0; ap ¢ um ntmero real arbitrario, |a;] denota o maior inteiro que nao é maior que a;,

e < a; >=a; — |a;]. Prove que a; = a;,2 para i suficientemente grande.

A IMO 2006 foi realizada na cidade de Ljubljana, Slovenia [20]. O problema acima foi
proposto pela delegacao da Estonia [31].

Solucao:
A sequéncia em analise foi definida de forma recursiva. Vamos separar seu estudo em trés

Casos.

e No caso em que 0 < ag < 1 teremos que a; = 0 e o resto dos termos da sequéncia serao zeros.

Isto é, vale que a; = a;.o = 0 para i > 1.

e Consideremos o caso em que ag > 1, teremos que a; > 0 Vi € N, pois

0 <<z ><1equando x >0 vale que [z] > 0.

Adicionalmente, a;+1 < |a;] < a;, multiplicar um ntimero positivo por outro, maior ou igual a zero
e menor que 1, produz um nimero menor que o de partida. Também usamos a definicao da funcao
parte inteira na tltima desigualdade.

Logo, para todo i temos que a;11 < a; o que significa que a sequéncia de termos positivos
é estritamente decrescente. Assim, para algum valor de i teremos que 0 < a; < 1 e os proximos

termos serao todos zero. Novamente, vale que a; = a;.2 = 0 para 7 suficientemente grande.

e Agora estudaremos o caso mais desafiador, suponhamos que ag < 0. Como 0 <<z ><1le
quando z < 0 vale que || < 0 teremos que a; < 0, i € N. Se para algum ¢ acontecer que

a; = 0, entao o resto dos termos da sequéncia serao zero, como visto anteriormente. Com
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isto, considere que a; < 0, Vi € N. Segue que

la;| < -1 (2.7.2)
para todo 7. Temos ainda que

A1 > LGZJ (273)

pois multiplicar um niimero negativo por outro, maior ou igual a zero e menor que 1, produz
um numero maior ao de partida. Adicionalmente, da definicao da funcao parte inteira vale
que

1+ |z] >2

1+ LaiHJ > (i41 (274)

De (2.7.3) e (2.7.4]) segue

L+ |aiq] > ai]
laip1] > |ai)

Logo, a sequéncia (|a;]) é nao decrescente. Este tltimo fato em conjunto com ([2.7.2) indica

que deve existir um valor iy a partir do qual |a;] é constante, digamos

la;| = ¢, i > 1 (2.7.5)
com ¢ < —1 um inteiro. Voltando em , para ¢ > 1o temos

i1 =c-<a; >

aiy1 = c-(a; —c) = ca; — 2, i > iy (2.7.6)

Encontramos uma equagao de recorréncia para a sequéncia (a;) quando ag < 0 e i > 7p. A

vantagem de (2.7.6)) em comparagao com ([2.7.1) é que nao aparecem mais as fungdes parte
inteira e parte fracionéria e ¢ uma recorréncia linear (porém, ndo homogénea). Para resolver

(2.7.6]) primeiro troque i por i + 1

Uips = C-Qip1 — 2, 1> i (2.7.7)
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Subtraindo (2.7.6) de (2.7.7) eliminamos o termo nao homogéneo

(ai+2 — ai+1> = C'(CLH_l - CLZ‘), 1 Z io (278)

Defina a sequéncia (b;) como
bi = (ai+1 — CLZ‘), 1 Z ’io (279)

Segue que é reescrita como
biv1 = cb;, i > g

que é uma progressao geométrica de razao c e valor inicial b;, cuja solugao é
bi = ¢ b, i > g (2.7.10)

Note agora que (2.7.5)) implica que para i > iy vale que a; € [¢,c+ 1). Logo, do resultado
anterior e de (2.7.9) a sequéncia (b;) é limitada. Uma progressao geométrica somente é
limitada quando o moédulo da sua razao ¢ menor ou igual a 1 ou seu termo inicial é zero.

Isto é, temos duas possibilidades: i) | ¢ [< 1, como ¢ < —1 é um inteiro temos ¢ = —1 e ii)
biy = 0.

i) Colocando ¢ = —1 em segue
by = (—1)"7"b;,, i > g (2.7.11)
Substituindo o resultado anterior em temos
aiy1 = a; + (—1)"7°b;,, i > ig (2.7.12)
Trocando ¢ por 7 + 1 na equacao anterior
Qiyo = iy — (—1)7by,, i > g (2.7.13)

Substituindo a;y; de (2.7.12)) em (2.7.13)) chegamos a a;1o = a;, Vi > iy, como queriamos

provar.

ii) Colocando b;, = 0 em ([2.7.10) encontramos que b; = 0, i > 4y. Voltando com este
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resultado em ((2.7.9) temos a;11 = a; = a;,, © > iy. Logo, a equagao (2.7.6)) se transforma em

A = CQjy — C2

onde encontramos que

<

Isto é, Aijyo = Q; = Ay = Pl

Vejamos exemplos de sequéncias que obedecem ([2.7.1)) para diferentes valores iniciais:

(5,7;3,5;1,5;0,5;0;0; -+ ).

Vi > ip, como querfamos provar.
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2.8 Desigualdade de Bernoulli e Série Harmoénica. SL da
IMO 2001 P2

2.8.1 Desigualdade de Bernoulli e Série Harmonica

Desigualdade de Bernoulli: Vale que:

(I+x)">14nz, z>-1lenecNU{0} (2.8.1)

Demonstracao: Este resultado pode ser provado por inducao em n. Para n = 0 temos

I1=1+4+2)°>1+0-2=1

Por hipétese de indugao suponha o resultado valido para algum n

(1+2)">14+nx

Como z > —1 temos que 1 +z >0 e

(14+x)-1+2)">1+2)-(1+n)

14+z)">1+n+1D)-24+n2>>1+(n+1) -2

pois nz? > 0. Segue que (2.8.1)) vale para n + 1 e pelo principio de indugao finita vale para todo
n. O

Se conhece por “Série Harmonica” a soma de um nimero infinito de termos da forma %:

i1—1+1+1+
n o 2 3

n=1

Partindo da sequéncia infinita

1 _(, 11 1
n - 7273a ’?7/’

pode ser construida outra sequéncia infinita chamada “sequéncia das somas parciais da Série Harmo-

nica”
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1 1 1 1 1 1
(Sn) 171—}-_,1_|__+_...’1+_+_+...+E,...

27 2 3 2 3

Isto é

1 1 1 " /1
Sn—1+§+§+~~+ﬁ—2(g>

=1

Vamos estudar uma subsequéncia infinita, (Sen), da sequéncia (.S,,):

(SQ") = (5175275475875167' o 752"7 o )

Note que

S*1+1+1+1+1+1+1—|—1>1+1—|—1+1+1+1—|—1+1*1—|—31
T T27374 576 7' '8 7274488 8'8 2
O que permite conjeturar que
1
Para concluir a prova por inducao em n veja que
S. =S L L > 8. L
on+l = 2n+2n+1+2n+2++2n+1_ 2n+ﬁ+2n+l++ﬁ,
2" 1

Tomando como hipoteses de inducao que ([2.8.2)) vale para algum n temos que
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Spri 2 1dn st =14 (1)~
2n+1_ TL2 2— n 2

Isto ¢, (2.8.2)) vale para n + 1 e pelo principio de indugao finita vale para todo n € N.
Como a sequéncia (n) cresce ilimitadamente quando n cresce, a subsequéncia (San) e a sequén-

cia (S,) também crescem ilimitadamente quando n cresce.

2.8.2 SL da IMO 2001 P2

Seja ag, ap, as, ... uma sequéncia infinita e arbitraria de ntimeros positivos. Mostre que a desi-

gualdade
1+ ap > an V2 (2.8.3)

é valida para um nitmero infinito de inteiros positivos n.

A IMO 2001 foi realizada na cidade de Washington, Estados Unidos [20]. O problema acima
foi proposto pela delegagao da Polonia [32].

Solucao:

Usaremos a desigualdade de Bernoulli

(1+z)">14nz z€(-1,40), n €N

para substituir /2 = 2. Faca x = % na desigualdade anterior
1 n
(1+3) =2
n

(1 + 1) > V2 (2.8.4)

Segue que

Como a,, > 0 para todo n teremos

1
1 (1 + ﬁ) > a1 V2 (2.8.5)

Logo, para provar ([2.8.3]), basta mostrar que
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1
14+a, > a1 (1 + —) (2.8.6)
n

é valida para um ntmero infinito de inteiros positivos n. Pois nesse caso

1
14a, >a, <1+—> > a, (V2
n

e, por transitividade,

14+a, >a,—1 {L/i

A demonstragao sera feita por contradigdo. Suponhamos o contrario de (2.8.6). Isto é,
suponha que existe N € N tal que se n > N vale que

1
1+a, <a, (1 + —) ) (2.8.7)
n

Em outras palavras, o numero de termos da sequéncia (a,) que satisfaz (2.8.6) ¢ finito.
Dividindo os dois lados de (2.8.7) por n + 1 teremos

1 an, 1+21
I R Sa’“%’ (288)
Mas
(1+3) 1
n+1 n
Segue que:
1 an, Qp—1

< 2.8.9
n+1 * n+l~ n ( )
Somando as desigualdades anteriores quando n muda de N até m € N, com m > N, teremos

SE)EE)EE) e

Escrevendo explicitamente os dois tltimos somatorios ficaré claro que existem muitos termos

idénticos que podemos simplificar

- Qp, an aAN+1 Apn—1 Aoy,
_ 2.8.11
g(n—l—l) <N+1+N—|—2+ * m +m—|—1) ( )
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“ Ap— 1) anN—1 an aN+1 Am—1
T;( (N R R m)

Segue que

< Qm an-—1
< 2.8.12
> () o s 2812

n=N

m‘”f;l —; (n+ 1) (2.8.13)

O somatorio que resta na desigualdade anterior lembra a série harmonica que sabemos que

cresce ilimitadamente. Consequentemente, deve existir um valor de m a partir do qual -2 < 0.

E esta é a contradicao, pois a,, > 0e m > 0.

Esta secao faz parte de um trabalho apresentado em um congresso [33] e outro em preparacao
[34].



CAPITULO 2. ALGEBRA 56

2.9 Recorréncia de Segunda Ordem. SL da IMO 1984 P6

Seja ¢ um inteiro positivo. A sequéncia (f,) se define como: f; =1, fo =¢, e
fn+1 = 2fn - fn—l +2 (n > 2) (291)

Mostre que para cada k € N existe r € N tal que fifri1 = fr-

A IMO 1984 foi realizada na cidade de Praga, antiga Checoslovaquia, atualmente Reptuiblica

Checa [3]. O problema acima foi proposto pela delega¢ao do Canada [20].

Solucao:
A relagao de recorréncia (2.9.1) pode ser reescrita como

fn+1_fn:fn_fn—1+2 (HZZ) (292)

Vamos escrever agora a recorréncia para diferentes valores de n para por em evidéncia uma

soma telescopica:

(fs = fa) = (fo— f1) +2
(fa—=Jf3)=(fs— fo2) +2
(fs = fa) = (fa— f3) +2

(farr = fu) = (fu — fam1) + 2.

Somando todas as equagoes anteriores encontramos
fn+1_fn:f2_f1+2‘(n—1) (293)

Escrevendo de forma explicita a equagao (2.9.3)) para diferentes valores de n fica em evidéncia

outra soma telescopica
fs—fa=(c—1)+2-1

fi—fs=(c—-1)+2-2
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fs—fa=(c=1)+2-3

fn_fn—l = (C—l)+2 (TL—Q)
Somando todas as equagoes anteriores encontramos
fao—fo=n—-2)c—1)4+2- 142+ -4+ (n—2))
fa=c+(n—-2)(c—=1)+(n—-1)(n—-2)
fao=n*+(c—4)n+(4-c).
Chamando b = ¢ — 4 temos uma féormula explicita para a sequéncia (f,):
fo=n>+bn—b. (2.9.4)
Trocando n por k e k+ 1 em ([2.9.4)) escrevemos:
fifrir = (K* 4+ bk —b) ((k+1)> +b(k + 1) — b)

feforn =K +20+ DK + (0* +b+ 1D)k* — (b* + b)k — b. (2.9.5)

Queremos encontrar um valor de r natural tal que fifri1 = f.. Como fi fri1 € um polindémio

de grau 4 em k por (2.9.5) e f. ¢ um polindémio de grau 2 em r por (2.9.4) devemos fazer r um
polindmio de grau 2 em k. Seja

r=k>+pk+q (2.9.6)

onde p e ¢ sdo inteiros a serem determinados. De (2.9.4) e (2.9.6) segue que

fo= Friphig = (K +pk+q) +b (k2 +pk+q) —b

fr=k"+2pk® + (p* + 29+ b) k* + p(2¢ + b)k + (¢° + bg — b) . (2.9.7)

Igualando os coeficientes respectivos de cada poténcia de k em ([2.9.5)) e (2.9.7) chegamos a
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um sistema de equacoes com variaveis p e ¢:

p=b+1 (2.9.8)

PP H20=0"+1 (2.9.9)
p(2q +b) = —(b* + b) (2.9.10)
¢ +bg=0 (2.9.11)

Substituindo p = b+ 1 de (2.9.8) em (2.9.9)) encontramos ¢ = —b. O valor de ¢ = 0, solugao
de (2.9.11)), nao satisfaz o sistema.
Logo, voltando em ([2.9.6)) o valor de r procurado é

r=k+b+1k-b (2.9.12)

ou usando que b=c—4
r=k>+(c—3)k—c+4.

Temos que r é o resultado da soma e produto de inteiros, logo r serd um nimero inteiro.

Como c e k sao inteiros e no minimo 1 teremos que r é no minimo 2. Segue que r é um nimero

natural. De (2.9.4) a equacao (2.9.12)) também pode ser escrita como
r= fk: + k

e a propriedade da sequéncia reescrita como

Jefosr = [rosk-
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2.10 Desigualdade de Cauchy—Schwarz. IMO 1982 P3.

2.10.1 Desigualdade de Cauchy—Schwarz

Desigualdade de Cauchy—Schwarz: Dadas duas sequéncias de ntimeros reais

(al,a2, cee ,an) € (bl,b27 o ',bn) entao

(af4a3+--+al) (b +b34 - +b2) > (a1 + asbo + - - - + anb,)? (2.10.1)

e vale a igualdade quando b; = Aa; para todo 1 < ¢ < n com A real.

Demonstragao: Considere a funcio real de variavel real

fl) = (amw —b)*.

i=1

Desenvolvendo o quadrado e colocando x em evidéncia podemos escrever

flz) = (Zaf) 22 -9 (Zaibi> x + (be) :

Isto é, f(x) é um polinémio de segundo grau em z. Como f(x) é uma soma de quadrados

teremos f(z) > 0 e seu discriminante negativo ou igual a zero.

A=4 (Zz;:aibi>2—4 (Z:;a2> (Z;:b?) <0.

Mas esta é a desigualdade de Cauchy-Schwarz reescrita com os simbolos de somatorios:

(54) (£ (504)-

A igualdade ocorre quando o discriminante é zero, logo f(x) tem uma raiz dupla x = A. Isso

implica que

fl@) = (ax—b;)* =0.

i=1
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Como as sequéncias (a,) e (b,) sdo de nimeros reais, seus quadrados sdo nao negativos. A
tnica possibilidade é que a;A — b; = 0 para todo 1 < ¢ < n. Isto é, acontece a igualdade na

desigualdade de Cauchy-Schwarz quando as sequéncias (a,) e (b,) sdo proporcionais. [J
2.10.2 IMO 1982 P3

Considere a sequéncia infinita (x,) de nimeros reais e positivos com as propriedades a seguir:

xo =1 e para todot >0, x;11 < x;.

(a) Prove que para toda sequéncia desse tipo existe n > 1 tal que

2 2 2
o %4 Inml 5 3999 (2.10.2)
il ) Tn

(b) Encontre uma sequéncia para a qual

2 2 72
@_i_ﬂ_i_..._i_ n=l ¢4 (2.10.3)
T To T

para todo n.

A IMO 1982 foi realizada na cidade de Budapeste, Hungria [20]. O problema acima foi

proposto pela delegacao da antiga Uniao Soviética [32].

Solugao: (a) Inicialmente usaremos a desigualdade de Cauchy-Schwarz. Considere as

sequéncias de niimeros reais e positivos

( ) ( Zo x In1)
Qp) = ) )
A/ L1 /T2 A/ Ln
(bn) - (\/ L1,/ T2, 50/ xn)
Pela equagao ([2.10.1)) temos

2 2 J/’Q

1)($1+$2+"'+1‘n)Z($o+$1+"'+$n—1)2-
I T2 Tn
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Seja X,_1 =21+ --+x,_1. Como o = 1 segue que

x2 a2 2
(—O—i-—l—I—---—l- - 1>(Xn—1+90n)2(1+Xn—1)2-

I ) Tn

Adicionalmente, desenvolvendo o quadrado, simplificando e fatorando novamente verifica-se
que (1+ X,,_1)? > 4X,,_1. Logo

2 2 2 4X, 4
@+ﬁ+...+xn_1> > LI —. (2.10.4)
Ty @y Ty, Xp1+an 1+ g2

Das hipoteses do problema a sequéncia (z,) é ndo crescente:

%12%22-">l’n.

Logo,
Xn—l =21+ -+ a1 > (n — 1).In

Segue que

Tn
anl
Substituindo (2.10.5) em (2.10.4)) encontramos

2 2 2

T T T 4 4(n—1

Oyl > - > 2=l
Ty X9 Tn 1—|—Wn_1 n

1
< 2.10.5
—n—1 ( )

Como queremos encontrar um valor de n tal que (2.10.2]) seja verdadeiro basta escolher

M>3999

ou n > 4000.

(b) A sequéncia z,, = ()" é uma solugdo. Note que zq = (%)D =1 e (z,) é decrescente (logo

nao Crescente). De fato, x,,1 = (%)HJrl < (%)n = x,.

Para mostra que vale (2.10.3|) vejamos que
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Sendo o lado direito da equagao anterior a soma de uma progressao geométrica de razao 3

2+1+1+ 1 2+ + 1 n72_4 1 n—2
2 2 2 N 2 '

segue que

Logo, vale para todo n que

Esta secao faz parte de um trabalho em preparacao [24].

62

1
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2.11 Recorréncia Nao Linear. SL da IMO 1981 P9

A sequéncia (a,) esté defininida pela rela¢ao de recorréncia a; = 1,

1+ da, + /1T 2ay,
i+ VI 2 (2.11.1)

Qpy1 = 16

Encontre uma formula explicita para a,,.

A IMO 1981 foi realizada na cidade de Washington, Estados Unidos [20]. O problema acima
foi proposto pela delegagao da antiga Alemanha Ocidental [32].

Solucao:
Para eliminar a raiz quadrada suponha que exista uma sequéncia (b,,) tal que

b2 =1+ 24a,. (2.11.2)
Segue que
b —1
— 2.11.3
a 54 ( )
Substituindo (2.11.3)) em ([2.11.1)) e simplificando encontramos
2 3 v
S = by

Usando que b2 =| b, |* segue

by |2 3 9  [Iby] 3\
p = b Sy 4o = (242
nt1 T Tl ( +

Logo

bl 3
b1 |= -
[ b =1 2+ 2 |

Como queremos encontrar uma férmula explicita para a,, suponhamos que b, > 0 para todo

n € N. Teremos

1,3
by = ~by + = 2.11.4
+1 9 92 ( )
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uma recorréncia linear e ndo homogénea para (b,). Quando a; = 1 usando (2.11.2)) encontramos
by = 5.
Como o coeficiente que acompanha b,, em (2.11.4)) nao é 1, primeiro procuramos uma soluc¢ao

da equacao homogénea correspondente:

Cnt+1 = §Cn

C ' ; ctrica de razio § lugdo & ¢, = (1)""
omo (Cn) € Ulma progressao geometrica de razao B uma solucao € ¢, = B .

1 n—1
b, = (5) -d, (2.11.5)

Segundo, seja b, = ¢, - d, ou

Como b; = 5 teremos d; = 5.

Substituindo a equagao (2.11.5) em (2.11.4)) e simplificando encontramos

dpy1 =dp+3-2"71 Vn>1 (2.11.6)

Isto é, a sequéncia (d,) é linear e ndo homogénea como a sequéncia (b,), porém agora o
coeficiente que acompanha d,, é 1.

Reescrevendo a equagao anterior para valores do subindice variando entre 1 e n — 1:

dy=dy+3-1
ds =dy+3-2
dy =ds +3-22

dn - dn—l +3- 2n—2

Somando todas as equagoes anteriores (soma telescopica) encontramos

dyp=di +3(14+2+22+-- +2"7%) Vn>2

A soma entre parénteses na linha anterior é de uma progressao geométrica de razao 2 logo
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dy=5+3(2""=1) Vn>1

Substituindo o resultado anterior em (2.11.5)) e simplificando encontramos

by=3+4-27" VYn>1

Substituindo (2.11.8) em ([2.11.3) e simplificando chegamos a

—1 1—|—3+1 —1 1—1—1 1—1—1 Yn > 1
a’"_3 on 922n—1 _3 on—1 on n=4

65

(2.11.7)

(2.11.8)
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2.12 Série Harmonica Alternada. IMO 1979 P1.

2.12.1 IMO 1979 Problema 1
Dado que

. 1+1 1+ 1 N 1 p
2 3 4 1318 1319 ¢

onde p e ¢ sao nimeros naturais primos entre si, prove que p é divisivel por 1979.

A IMO 1979 foi realizada na cidade de Londres, Reino Unido [20]. O problema acima foi
proposto pela delegacdo da antiga Alemanha Ocidental [32].

Solugao:
Seja S = %’ a soma dada:
gy L, 11 L]
2 3 4 1318~ 1319

Note que podemos separar os termos com sinal positivo e negativo:

(2.12.1)

S = 1+1+1+ + ! 1+1+1+ + !
N 3 5 1319 2 4 6 1318

Somando e subtraindo (% + 411 + % + -4 ﬁ) encontramos
s=(1eiely o L, o( Lyl by ]
N 2 3 4 1318 1319 2 4 6 1318
s=(1eliqoly 1] LTI S
N 2 3 4 1318 © 1319 2 3 659
S = L + L + L + + ! + !
~ \660 661 662 1318 1319

Note que a ultima soma tem 660 termos que vamos dividir em dois somatoérios:

989 1 1319 1
s=y ey !
1=660 1=990

Mas 1979 — 660 = 1319 e 1979 — 989 = 990. Isto permite escrever o segundo somatorio, em

ordem inversa ao primeiro, usando o niimero 1979.



CAPITULO 2. ALGEBRA

989 989
S = E: 2:
=660 —660 1979 —
989
1 1
oo (i)
=\t 1979 — ¢

989
1979
o= Z( 1979—2))

=660

67

Como 1979 é um ndamero primo, 660 < 7 < 989 e 990 < 1979 — ¢ < 1319 nenhum dos

denominadores dentro do somatorio divide o numerador. Logo, quando escrito na forma S = § 0s

numeros p e S devem ser divisiveis por 1979.

2.12.2 Generalizacao

Temos duas possibilidades para reproduzir o resultado do problema anterior: i) O ntmero

de parcelas n em S é impar e da forma 4¢ + 3 com p primo e da forma 6t 4+ 5 e ii) O ndmero de

parcelas n em S é par e da forma 4¢ com p primo e da forma 6¢+ 1. Lembre que um nimero primo

quando dividido por 6 somente deixa resto 1 ou 5.

e i) Para n =4t + 3 com t > 0 inteiro seja

1 1 1

Sn:S4t+3:1_ +

! (2.12.2)

1
2 3

Separando os termos com o mesmo sinal

11 1 1 1 1
Surz=(1+5+c+ -+ —lgtgtgt ot

3 95 4t + 3 2 4

Somando e subtraindo (% + ;1L + % +---+ m) segue que

2 3

1 1 1 1 1
&Hw:0+—+—+~ +———)—<L+—+—+m+

2 3 4t + 3

P S L
W=\t r2 T2t + 3 4t +3

TR

4t + 3

1
4t + 2

1
2t+1

Temos 2t + 2 parcelas que vamos separar em dois somatoérios de ¢ + 1 parcelas cada
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3t+2 4t+3

1 1
S = - -
4t+3 Z i + Z i
i=2t+2 1=3t+3
Queremos encontrar um primo p tal que
4t+3 3t+2
>oi-Y
i=3t+3 ¢ imatre P T ¢
Logo
p—(2t+2)=4t+3
p—(3t+2)=3t+3
Isto é,

p="6t+5 (2.12.3)

342 D
Sp=Suts= ) [ }

i=2t+2 i(p—1)

Em 2027 (préoximo ano primo da forma 6t + 5) o problema poderia ser formulado assim:
Verifique que a soma
1 1 1 1 1

e —— 2124
2 3 4 1350 * 1351 ( )

¢ divisivel por 2027.
Solugao:

Como p = 2027 temos por (2.12.3) que t = 337. Logo (2.12.4]) coincide com ([2.12.2)) pois
1351 =4 -337+ 3.

e ii) Para n = 4t com t > 1 inteiro seja

1 1 1 1 1
_ -]+ _Z 4.4 - = 2.12.
Sn = Su SR R S Ty R (2.12.5)

Separando os termos com o mesmo sinal
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Sy = 1+1+1+ + L 1+1+1+ 41
e 35 4t — 1 24" 6 4t

Somando e subtraindo (% + 71; + % 4+t 4%) segue que

Sy = 1+1+1+ +1 1+1+1+ +1
e 2 '3 4t 2 '3 ot

Sy = Lt o
P21 2t 42 At

Temos 2t parcelas que vamos separar em dois somatorios de ¢t parcelas cada

1
1=2t+1 1=3t+1

Queremos encontrar um primo p tal que

2 3t 1

i=3t+1 i=2t+1
Logo
p—(2t+1) =4t
p—3t=3t+1
Isto é,
p=>6t+1 (2.12.6)

3t
p
Sp="Su= Y [ }
i=2t+1 ip—1)
Em 2029 (préximo ano primo da forma 6t + 1) o problema poderia ser formulado assim:

Verifique que a soma

111 11
1l 4+ -4y — 2.12.
23T T 3R (2.12.7)

é divisivel por 2029.



CAPITULO 2. ALGEBRA 70

Solucgao:

Como p = 2029 temos por que t = 338. Logo (2.12.7)) coincide com (2.12.5)) pois
1352 =4 - 338.

Um tultimo comentério, pode ser provado usando a Série de Taylor da funcao logaritmo
natural (contetido fora da grade do Ensino Médio) que a soma de um ndimero infinito de termos

da série harménica alternada é In(2):

Z [%] =in(2).

n=1
Esta secao faz parte de um trabalho apresentado em um congresso [33] e outro em preparacao
[34].
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2.13 Variacao da Série Harmonica. SL da IMO 1975 P5

Seja M o conjunto de todos os inteiros positivos que nao tem o digito 9 na base 10. Se x1,--- , x,

é uma sequéncia de elementos arbitrarios e diferentes em M, prove que

— <80 (2.13.1)

A IMO 1975 foi realizada na cidade de Burgas, Bulgéria [20]. O problema acima foi proposto

pela delegagao da Suécia [32].

Solugao:

Na secao “Desigualdade de Bernoulli e Série Harmoénica” provamos que a soma

n

Zl=1+1+1+---+l

= 2 3 n

onde 0s j e m sao numeros naturais cresce tanto quanto se queira. Basta tomar um valor de n
suficientemente grande.

O problema desta secdo propoe um resultado aparentemente contraditério. A chave para
resolver o conflito esta na primeira frase. Nao sao todos os niimeros naturais que entram na soma.
Temos que excluir aqueles com pelo menos um digito nove.

Considere um namero de k digitos que pertence ao conjunto M. Quantos deles existem?
Temos 8 escolhas para o primeiro digito da esquerda e 9 escolhas para os outros k — 1 digitos. Pelo
principio multiplicativo sao 8 - 9*~'niimeros de k digitos. Adicionalmente, um nimero de k digitos
¢ maior ou igual que 10! e menor que 10F.

Podemos escrever o somatorio em como uma soma dupla:

SIS IR

i=1 |10i-1<g <10t 77

Temos que % < o7 para todo 107! < z; < 107 logo
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Sy Y ()

j=1"7 10i-1<g, <10

Os z; que satisfazem 10! < x; < 10" sdo nameros de i digitos que pertencem a M. O

somatorio interior da direita na desigualdade anterior pode ser escrito como

> L3 [ o]
101 ] & [10
Como o tltimo somatoério é a soma de uma série geométrica de razao 3 segue que

DR (1_(1%)’“)

J=1

Mas 0 < (%)k < 1 para todo k € N, logo

n

Zi<80

X
j=1""7

Seja P(k) a probabilidade de que um naumero de k digitos pertenga ao conjunto M. Pelo

principio multiplicativo sdo 9 - 10* 'ntimeros de k digitos, dos quais 8 - 9*~'pertencem a M, logo

-3 ()"

Note que quando k cresce a probabilidade de um ntmero pertencer a M decresce e tende a
zero quando k tende a infinito.

Esta segao faz parte de um trabalho apresentado em um congresso [33] e outro em preparagao
[34].
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Teoria dos Ntmeros (Aritmética)

3.1 Ordem p-adica nos racionais. IMO 2018 P5

e Seja p um nimero primo. Vamos definir a ordem p-adica, v,(n), de um ntimero natural n,
como o expoente da maior poténcia de p que divide n. Alternativamente, podemos escrever

que n = p“c, com ¢ natural, onde p nao divide c¢. Exemplos:
12(20) = 2 pois 2% | 20 e 23§ 20 ou 20 =22 -5

v5(20) = 1 pois 5! | 20 e 52120 ou 20 = 5' - 4

v5(8) =0 pois 5 [ 8 e 51 8 ou 8 =5" -8

e Esta definicao pode ser estendida para todos os niimeros inteiros nao nulos da seguinte forma

v, Z\ {0} - NU{0}

vp(n) = max{v € NU{0} : p” | n}

Alternativamente, podemos escrever que n = p”c, com c inteiro nao nulo, onde p nao divide ¢. Em

especial, da definicao para niimeros inteiros segue que,

vp(n) =0 (3.1.1)

Exemplo: 15(—20) = 2 pois 22 | (—20) e 23 1 (—20) ou (—20) = 22(—5).

73
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e Adicionalmente, vamos estender a definicao para os numeros racionais nao nulos. Sejam
a,c € Z\ {0} e b,d € N definimos a ordem p-adica, v,(%), como v, : Q\ {0} — Z com
a
v, (E) = v,(a) — v, (D) (3.1.2)

<

5 racional nao nulo, onde p nao divide

Alternativamente, podemos escrever que % = p”g, com

c e p nao divide d.

Exemplo: 15(—20/24) = v5(—20) — 15(24) =2 -3 = —1. Isto ¢, 522 = 271(32).

As proximas duas equacoes decorrem das propriedades das poténcias e serao usadas na solugao do

problema desta secao.

Proposicao: Sejam m,n € Q\ {0} vale que

vp(m - n) = vy(m) + v,(n) (3.1.3)
vp(m £ n) > min{v,(m), vy(n)} (3.1.4)

Na ultima equac@o se v,(m) # v,(n) entao acontece a igualdade.

Demonstragao: Sejam a,b € Z e ¢,d € Q\ {0}, v,(m) = a e v,(n) = b, temos que m = p’c e
n = p’d, onde pfceptd.
Para a equagcao (3.1.3)), considere

m-n=p*led

segue que

vp(m-n) =a+b=wv,(m)+ v,(n)

pois p £ cd.
Para provar considere primeiro que v,(m) # v,(n), o que ¢ o mesmo que a # b e suponha,
sem perda de generalidade, que a < b. Logo

m+En=p* (c :i:pb_“d)

como pfcep|p’~d temos que p{ (c ipb_“d). Isto é,

vp(m £n) = a=min{a,b} = min{v,(m),v,(n)}

Considere agora que a = b = h, segue que v,(m) = h e v,(n) = h, temos que m = pc e n = pd,

onde ptceptd. Logo
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m+n=p"(c+d)

Temos duas possibilidades: i) p t (¢ £ d) logo v,(m £ n) = h = min{v,(m),v,(n)} e ii) p | (c £ d)
segue que v,(m £ n) > h = min{v,(m), vy,(n)}. Em qualquer caso vale (3.1.4). O

Exemplos:
2=2-0=v7(RB) —17(15) = 1v:(B) =17 (- ) =vr(D) + () =1+1=2
v5(15 4+ 10) = v5(25) = 2 > min{v5(15),1,(10)} = min{l,1} =1
v5(30 — 5) = v5(25) = 2 > min{v5(30),1,(5)} = min{l,1} =1
v5(29 — 6) = v5(23) = 0 = min{v5(29),,(6)} = min{0,0} =0
v5(25+5) = v5(30) = 1 = min{v;5(25),1,(5)} = min{2,1} =1
Usando o Teorema Fundamental da Aritmética, para todo primo p podemos escrever que a ordem
p-adica do maior divisor comum (mdc) e a ordem p-adica do menor multiplo comum (mmc) dos
numeros inteiros m e n é
vp(mdc(m,n)) = min{v,(m),v,(n)} (3.1.5)

vy(mme(m,n)) = max{v,(m),v,(n)} (3.1.6)

Exemplos: Sejam m = 14, n = 147 e p = 2 e 7 temos mdc(14, 147) = 7 e mmc(14, 147) = 294
logo
0 = 15(7) = vo(mde(14,147)) = min{ro(14),v2(147)} = min{1,0} = 0

1 = 15(294) = vy(mme(14,147)) = max{rs(14),2(147)} = max{1,0} =1
1 = v7(7) = v7(mdce(14, 147)) = min{v7(14), v7(147)} = min{1,2} =1

2 = 17(294) = v7(mme(14, 147)) = max{v;(14), v7(147) } = max{1,2} = 2.
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3.1.1 IMO 2018 P5

Sejam ap, aq, - -- uma sequéncia infinita de inteiros positivos. Suponha que existe um inteiro

N > 1 tal que, para cada n > N, o nimero

3] a2 Ap—1 Qp,
B e + —
a2 as Qp, aj

¢ um inteiro. Prove que existe um inteiro positivo M tal que a,, = a,,.1 para todo m > M.

A IMO 2018 foi realizada na cidade Cluj-Napoca, Roménia [20]. Problema proposto pela delegagao
de Mongolia [35].

Solugao:

Note que partindo de uma sequéncia (a,) esta sendo construida uma segunda sequéncia (.5,,) dada

por uma soma:

ap ap Qo ay | Gz ap—1  Gn A1 G2 ap—1 an ant1

— —+ = S 4 —p—  —

a; Qo ap . Q2 as an a1 Qo as (07% An+1 aq
N N—— ) ~~ -5 ~~ ’

Sl 52 Sn Sn+1

A hipoétese do problema é que partindo de um certo N, isto é, Vn > N, os termos da sequéncia
(S,) s@o numeros inteiros. Como a diferenga entre dois ntimeros inteiros também é um nimero

inteiro temos Vn > N que

Spr — Sy = Sy Gl T g (3.1.7)
An1 ay

an
An+1

e ant1 < a,. Isto é, a sequéncia (a,) é nao crescente, infinita e de inteiros positivos, logo em algum

A ideia da solucao do problema sera provar que ¢ um numero inteiro, pois nesse caso a,1|ay,

an

¢ um numero inteiro, vamos demostrar antes

momento deve ser constante. Para provar que

An+1
que “*—= & um inteiro, pois a equagao ‘) garante o resultado.
Como 22 + fnt—fn ¢ Z usando (3.1.1) segue que para todo primo p vale
a Upy1 — @
vy (—— 4+ 2Ty > (3.1.8)
an+1 ai

Proposigao: Para todo primo p vale v,(a,11) > min{v,(a;),v,(a,)}
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Demonstragao: Suponha, por absurdo, que v,(a, 1) < min{v,(a;),v,(a,)}. Entao, usando

as equagoes (3.1.2) e (3.1.4) teremos

00, (22) = 0,(@,) — p(ans) > 0

® Uy(Ant1 — an) = vp(ani1)

(an+1—an)

¢ Up\ T = Vp(@ns1 — an) — vp(a1) = vy(ans1) — vp(ar) <0

oy, (tn— 4 ntlzin) () mas isto esta em contradigao com ([3.1.8)).

P\api1 a1

Logo, para todo primo p vale v,(a,11) > min{v,(a1), v,(a,)}. O

Como vimos em min{w,(a1),vp(an)} = vy(mde(as,a,)) para todo p primo. Com isto
op(ans1) = vp(mde(ar, an)).

Segue que mdc(any1,a1) > mde(a,,a;) para Vn > N, e a sequéncia (mdc(ay,a;)) deve ser nao
decrescente. Isto é, mdc(ay,a;) < mde(ayyi,a1) < mdc(ayyz,ar) < ---

Por outro lado, como mdc(a,, a;) < a; chegamos a

mde(an,ar) < mde(ans,ar) < mde(anya,a1) < -+ < ay

Uma sequéncia infinita de inteiros positivos nao decrescente e limitada superiormente. Isto é, deve

existir um valor de n, digamos Nj, a partir do qual a sequencia ¢ igual a uma constante C"
mde(an,a;) = C ¥n > Ny

Para o que segue considere um valor de n > N; onde mdc(a,,a1) = mdec(any1,a1). Temos duas
possibilidades para cada primo p: 1) v,(ay,) > v,(a1) € vp(ant1) > vp(ar) ou i) vy(a,) = vp(ant1) <
vp(a1).

No primeiro caso, v,(a;) < min{v,(an), vp(an1)} < vp(ans1—an) (Eq) logo vy, (=) > 0.
Esta tltima desigualdade em conjunto com (|3.1.8))

vp (e LI > min o, (— ), v, (T > 0
Ant1 aq An41 3]

an
An+1

implica que v > 0. No segundo caso temos que v,(-*2—) = 0.
p p

an+1
Consequentemente, vale nos dois casos que Up(aa_il> > (0 para todo primo p. Segue que a“ﬁ é um
n n
inteiro, logo a,41|a, e a,11 < a, para todo n > Nj:

aNl Z a/N1+1 Z CLN1+2 Z te

Isto é, (a,) é uma sequéncia nao crescente. Por outro lado, como (a,) por hipdtese é uma sequéncia
infinita de inteiros positivos

an, 2> an,41 = an,42 > -+ >0
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deve existir um inteiro positivo M tal que a,, = a,,+1 para todo m > M. Outras discussoes

relativas a este problema se encontram em [35].
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3.2 Quadrados Perfeitos Mod 3. IMO 2017 P1

Vamos lembrar uma propriedade importante sobre quadrados perfeitos e sua relacao com a divisao
Euclidiana por 3. Qualquer nimero n € Z é de uma das trés formas:

i) n =3k com k € Z oun=0mod 3

ii)n=3k+1comke&Zoun=1mod3

ili) n =3k +2 com k € Z oun =2 mod 3

Porém, somente existem duas possibilidades na divisao de um quadrado perfeito por 3:

i) n? = (3k)? = 3(3k?) =3l com | € Z ou n? =0 mod 3

i) n?=Bk+1)2=9k*+6k+1=33k>+2k)+1=3l+1coml € Zoun>=1mod3

i) n? = 3k +2)2 =9k* + 12k +4=9k*+ 12k +3+1=3Bk*+4k+1)+1=3l+1com [ € Z
oun?=1mod 3

Usaremos este resultado na sua forma reciproca:

a) Se n? = 0 mod 3 entdo n = 0 mod 3

b) Se n? =1 mod 3 entdo n = 1 mod 3 ou n = 2 mod 3

Isto é, nenhum quadrado perfeito deixa resto 2 na divisao por 3 (n? # 2 mod 3).

Note ainda que somar 3 nao muda uma congruéncia moédulo 3: n 4+ 3 =n mod 3.

3.2.1 IMO 2017 P1

Para cada inteiro ag > 1, define-se a sequéncia ag, a1, as, ... tal que, para cada n > 0:
\/an, se \/a,, € inteiro

a, +3 caso contrario

Ap41 =

Determine todos os valores de ag para os quais existe um nimero A tal que a,, = A para infinitos

valores de n.

A IMO 2017 foi realizada na Cidade do Rio de Janeiro, Brasil [20]. Problema proposto por Stephan
Wagner, Africa do Sul [36].

Solucao:
Vejamos o comportamento dos primeiros termos da sequéncia para alguns valores de ag:
(2,5,8,11,14,17,20,-- )

(376a9737679737'“)

(4,2,5,8,11,14,17,-- )
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(5,8,11,14,17,20,23, - - - )
(6,9,3,6,9,3,6---)
(7,10,13,16,4,2,5,8,--- ).

Quando ag = 2 e ag = 5 as sequéncias parecem ser crescentes o tempo todo, o que significaria que
nao existe um nimero A tal que a, = A para infinitos valores de n. Quando ag = 3 e a9 = 6
as sequéncias sao periddicas, a configuragao 3, 6, 9 repete infinitamente, aqui podemos tomar,
por exemplo A = 3 para satisfazer as condigdes do problema. E quando ay = 4 e a9 = 7 as
sequéncias crescem até um quadrado perfeito, descressem até 2 para depois crescer o tempo todo,
o qual novamente significaria que nao existe um ntamero A tal que a,, = A para infinitos valores
de n. Esses exemplos sugerem que devemos separar os estudos em trés casos, dependendo do resto
deixado por ag na divisao por 3. Isto é:

i) ap = 0 mod 3 ou ag = 3k com k € N

ii) ap =1 mod 3ouay=3k+1comk €N

iii) ap =2 mod 3 ou ap = 3k + 2 com k € N

e O caso iii) ¢ o mais simples de analisar. Dado que nenhum quadrado perfeito deixa resto 2
na divisao por 3, se ap = 2 mod 3 entao /ay nao ¢ inteiro, a; = ap + 3 e a; = 2 mod 3. Em
geral, Vn € N teremos, como a,, = 2 mod 3 entao /a,, nao ¢ inteiro, a,41 = a, +3 € ap41 = 2
mod 3. Isto é, a sequéncia é crescente. Logo, nao existe um ntamero A tal que a,, = A para

infinitos valores de n.
Para os casos i) e ii) vamos estudar a desigualdade
b<b+3<b’<ay<(b+3)? (3.2.1)
Vejamos primeiro a desigualdade b + 3 < b% ou
b’ —b=b0b-1)>3. (3.2.2)

A qual é verdadeira
Vb >3,beN (3.2.3)

Pela definicao, os termos da sequéncia a, crescerao de trés em trés até encontrar um quadrado
perfeito. Suponha que o quadrado perfeito mais proximo por cima de ag seja (b+ 3)? (3.2.1)). Isto
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¢, para um certo indice k teremos aj, = (b + 3)? e o termo de ordem k + 1 serd ayy; = b + 3.
Enquanto a desigualdade for verdadeira os termos da sequéncia aumentarao até o proximo
quadrado perfeito, isto ¢, para um certo m € N teremos aj4i+m = b, € Gpp14ms1 = b. Logo, o
processo se repete até a desigualdade (3.2.2)) nao ser mais verdadeira. Com isto o valor minimo da

sequéncia sera menor ou igual a 3.

e Agora focamos no caso i) ap = 0 mod 3. Suponha que o quadrado perfeito mais proximo por
cima de ag seja (31 + 3)? com [ € N

3l <3l+3<(3)? <ap < (31+3)% (3.2.4)

Isto ¢, para um certo indice k teremos a; = (3] + 3)? e o termo de ordem k + 1 serd agy = 31 + 3.
Trocando b por 3l em ([3.2.3]) encontramos que enquanto 3/ > 3 ou [ > 1 for verdadeira os termos
da sequéncia aumentarao até o proximo quadrado perfeito e a seguir decrescerao. Lembre também
que se ar = 0 mod 3 entao ap41 = (/ary = 0 mod 3. Com isto teremos que todos os termos
da sequéncia serao miiltiplos de 3 e o menor deles serd 3 para [ = 1. A partir de certo indice
a configuracao 3, 6, 9 repetird infinitamente, tomando A = 3 serao satisfeitas as condi¢oes do
problema. Um exemplo é
(27,30, 33,36,6,9,3,6,9,3,---).

e No caso ii) ag = 1 mod 3. Aqui teremos duas possibilidades:

— Suponha que o quadrado perfeito mais proximo por cima de ag seja, para um certo
indice k, da forma a; = (31 +2)? e o termo de ordem k+ 1 serd aj; = 3l+2 com [ € N.
Neste ponto o problema se reduz ao caso iii) visto anteriormente. A sequéncia crescera
ilimitadamente e nao existird um nimero A tal que a,, = A para infinitos valores de n.
Para este subcaso o valor minimo da sequéncia deixa resto 2 na divisao por 3, mas nao
¢ 2. Um exemplo é

(19,22,25,5,8,11,14,17,-- )

— Suponha que o quadrado perfeito mais proximo por cima de ag seja, para um certo
indice &, da forma a;, = (31 + 1) e o termo de ordem k + 1 serd aj,; = 3] + 1 com

[ € N. Neste subcaso enquanto 3[4+1 > 3 ou [ > 1 for verdadeira os termos da sequéncia
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aumentarao até o proximo quadrado perfeito e a seguir decrescerao. Se raiz quadrada
do proximo quadrado perfeito deixar resto 2 na divisao por 3 estaremos novamente no
caso iii), se a raiz quadrada deixar resto 1 na divisao por 3 o ciclo sera repetido. Porém,
mesmo no caso em que todos os termos da sequéncia sao congruentes a 1 mod 3 quando
[ = 1 para um certo indice h teremos a, =4 e apy1 = 2 . A partir deste ponto estamos
novamente no caso iii). A sequéncia crescerd ilimitadamente e nao existird um ntmero
A tal que a,, = A para infinitos valores de n. Para este ultimo subcaso o valor minimo

da sequéncia é 2. Um exemplo ja foi apresentado anteriormente:

(7,10,13,16,4,2,5,8, - )

Resumindo, somente existira solucao para o problema apresentado quando ay = 0 mod 3, onde

A=3o0uAd=6ouA=9. Outras discussoes relativas a este problema se encontram em [37].
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3.3 Pequeno Teorema de Fermat e Primos Relativos. IMO
2005 P4

3.3.1 Pequeno Teorema de Fermat e Primos Relativos

Dois numeros inteiros a e b sao ditos primos entre si, relativamente primos ou co-primos, quando

nao existe nenhum fator primo em comum na suas fatoracoes, que equivale a escrever

mdc(a,b) =1

Antes de enunciar e demonstrar o Pequeno Teorema de Fermat precisamos estudar o lema a seguir.

Lema: Seja p um ntimero primo. Os niimeros binomiais (’;), onde 0 < ¢ < p sao todos divisiveis

por p.

Exemplo: Verifique que o enunciado do Lema anterior é valido para as linhas 2, 3 e 5 e nao

para a linha 4 no triangulo de Pascal abaixo
01 2 3 45

0 1

1 11
21 2 1
31 3 3 1
4 1 4 6 4 1
5 1 5 10 10 5 1

Demonstracao do Lema: Para i = 1 temos(?) = p logo p divide (¥). Suponha entao

1 < i < p. Pela formula binomial temos

(p) _ =12 p-(-1))

i

illp—1)! i!

Note que p(p—1)(p—2) --- (p— (i — 1)) é um produto de i ntimeros naturais consecutivos. Segue
que ¢! divide p(p —1)(p—2) -+ (p— (i — 1)). Como i < p e p é primo temos que ¢! ndo divide
p, logo i! divide (p —1)(p —2) - - (p — (i — 1)). Isto ¢, (¥) = p-n, onde n ¢ um nimero natural.
Conclui-se que p divide (?). O
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Pequeno Teorema de Fermat: Seja p um ntmero primo, entdo para qualquer inteiro a
o namero a? — a é multiplo de p. Usando a notacao da aritmética modular se escreve

a’ = a mod p

Exemplo: Sea=2ep=25, entdo 2° = 2 mod 5, e 2° — 2 = 30 é um miltiplo de 5.
Demonstragao do Pequeno Teorema de Fermat: Se p = 2 entdo a®> —a = a(a —1).
O namero a(a — 1) é divisivel por 2 pois é o produto de dois inteiros consecutivos.

Suponha agora p > 2. A prova continua por inducao em a e basta analisar a > 0. No casoa =0 o
enunciado vale pois p divide 0. Suponha, por hipotese de inducao, que para um certo a temos que
aP? — a é multiplo de p. Iremos provar que isso implica que vale também para a + 1. Pela formula

do Bindémio de Newton

Logo -
(@+ 1P —(a+1) = (a® —a) + p:Zl (i,))api.

Como p divide a? —a por hipotese de inducao e pelo Lema anterior p divide (p ) paratodo 0 <i <p

segue que p divide (a 4+ 1)? — (a + 1). Pelo principio de indugao finita o resultado vale para todo
a>0.0

Corolario: No caso em que p nao divide a o Pequeno Teorema de Fermat é equivalente a
afirmar que a?~! — 1 ¢ um multiplo de p, ou

a* ' =1modp

Exemplo: Sea=2e¢p=7, entdo 26 = 64 e 64 — 1 = 63 ¢ um maultiplo de 7.
Demonstracao do Corolario: Como p divide a? — a pelo Pequeno Teorema de Fermat, p
nao divide a por hipotese e

a”—a:a(apfl—l)

temos que p divide a?~' — 1. O
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3.3.2 IMO 2005 P4

Determine todos os inteiros positivos relativamente primos com todos os termos da sequéncia

infinita

a, =2"+3"4+6"-1,n>1 (3.3.1)

A IMO 2005 foi realizada na cidade de Mérida, México [20]. Problema proposto pela delegacao da
Polonia [38].

Solucao:

Pelo Teorema Fundamental da Aritmética todo niimero inteiro positivo, m > 1, pode ser fatorado

de forma tnica como um produto de N € N ntimeros primos, p;

N
l;
.-y
=1

onde os [; € N. Se algum primo p;, presente na fatoracao de m, dividir algum a, da sequéncia,
entao

mde(m, a,) > p; > 1.

Logo m e a, nao serao relativamente primos.
Vamos mostrar que o tnico inteiro positivo que satisfaz a condi¢ao do problema é m = 1, pois
dado um ntimero primo p sempre encontraremos um valor de n tal que p divide a,,.
Dado que a sequéncia a, ¢ uma soma de poténcias de 2 e 3 procuramos um valor de n tal que 2
divide a,, e 3 divide a,. Temos a; = 10 e ay = 48, como 2 e 3 dividem 48 nenhum multiplo de 2
ou 3 serd um valor permitido de m.
Considere agora primos p > 3. Para usarmos o Pequeno Teorema de Fermat faca n = p — 2 em
(13.3.1))

apo =202+ 3072 46" 71

Multiplique por 6 a igualdade anterior
6a, o =3-2""42-3"1+6""'6

Como p > 3 nao divide 2, nao divide 3 e nao divide 6 usando o Pequeno Teorema de Fermat
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teremos
2771 =1 modp
31 =1modp
6°~! =1 mod p.
Segue que

6ap—2=3-14+2-1+1—-6=0modp

Isto ¢, p divide 6a,_3. Como p > 3, p nao divide 6, logo p divide a,_o.
Resumindo, mostramos que para todo primo p existe um n tal que p | a,: com p = 2 ou 3 faga
n = 2, para outros valores de p faca n = p — 2. Logo, nenhum inteiro positivo, com a excegao de

m = 1, é relativamente primo com todos os termos da sequéncia (ay,).
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3.4 Divisores de Inteiros Positivos. IMO 2002 P4

Os divisores positivos de um inteiro n > 1 sao dy < dy < ... < dj, tais que dy = 1, d = n. Seja

s = dydy + dods + - - - + di_1dy,. Mostre que s < n? e encontre todos os valores de n para os quais

s divide n2.

A IMO 2002 foi realizada na cidade de Glasgow, Reino Unido [20].

Solucao:
Podemos escrever a soma s com uma notagao mais compacta:
s =dydy + dads + - - - + dip_1dy, = Z did;q
1<i<k
Os divisores positivos de um ntimero inteiro n > 1 sempre aparecem em pares. No caso em que
o namero n é um quadrado perfeito um dos pares é formado pelo mesmo divisor (y/n). Isto é,

quando d; divide n, temos que existe ¢ inteiro tal que n = d; - ¢, logo ¢ = 7 também divide n.

n

4

s= 3 didin = 3 (dﬁ n ):n2. 3 (l L )

d; d; d;
1<i<k 1<i<k N Tl 1<i<k Nt Tl

Com isto, o somatorio anterior pode ser escrito usando os divisores na forma

Note agora que para todo 1 < i < k vale

L1 dm—di 1
di  diyn  didipn T didigs

pois a diferenca entre dois inteiros positivos, d;.1 — d;, é sempre maior ou igual a 1. Segue que

1 1 1 1
—n2. — . < n2. - _
oo Z (di di+l> =" Z (di di+1)

1<i<k 1<i<k

O ultimo somatoério é uma soma telescopica
Z(l_1>_(1_1>+(1_1)+ N
e\ d) \d ) T\ d

Com isto temos
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Mas % —

<di1poisdk:n>1ed1:1

s < n? (i—i)<n—2—n2
- dy  dg dy

Resumindo, provamos que s < n?.

1
dy,

Para a segunda parte do problema note que se n = p é um nimero primo entao somente existem

dois divisores de n: d; =1 e dy = n. Segue que
s=didy =n

Logo, como n divide n? temos que s divide n?.
No caso em que n nao é um nimero primo, pelo Teorema Fundamental da Aritmética, podemos
escrever n como um produto de numeros primos. Seja p o menor fator primo que aparece na
decomposi¢ao de n. Teremos que do = p e dp_1 = %. Comol=di <dy<..<dp1<dp,=n
segue que

s = dydy + dads + - - - + di_1dx > di_1di = g ‘n.

Suponha, por absurdo, que s > %2 divida n?. Entao deve existir ¢ inteiro positivo tal que n? = s-q
e q =" também divide n%. M
q = - também divide n”. Mas
2 2
4= <z <P
P

ou ¢ < p, uma contradigao. tinhamos assumido que p era o menor fator primo que aparece na
decomposigao de n.
Concluimos que s divide n? se, e somente se, n ¢ um nimero primo.

Esta solucdo ¢ uma versao ampliada de [39)].
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3.5 Bases Binaria e Octal. SL da IMO 1998 P21

3.5.1 Bases Binaria e Octal

Um namero inteiro ndo negativo cujos digitos na base 10 sao a; € {0,1,2,---,9}, com i =
1,2,--- ,n, pode ser escrito como:
(@nGn_1---aiap)y = 10"a, + 10" ra,_q + -+ + 10a; + ao.

Em geral, seja b > 2 um ntimero inteiro, podemos representar um ntumero inteiro nao negativo na
base b usando os digitos a; € {0,1,--- ;b — 1}, com i = 1,2,---  n, e transformé-lo a base decimal
como

(anan_l cee (llag)b = b”an + b"_lan_l + -+ ba1 + ayp.

Em particular, um nimero inteiro nao negativo cujos digitos na base 8 (Octal) sdo a; € {0,1,2,--- 7},
com?=1,2,---,n, pode ser escrito na base decimal como:

(@nan_1---arag)g = 8"an + 8" ta,_1 +---+8a; +ag

e um namero inteiro ndo negativo cujos digitos na base 2 (Binaria) sao a; € {0,1}, com i =
1,2,--- ,n, pode ser escrito na base decimal como:

(An@n-1- - a1ag)y = 2"a, + 2" 'ap_1 + -+ + 2a1 + ao.

Exemplos: Dados os ntimeros (7302)g e (10100), encontramos
(7302)s =2+8-0+8-3+8-7=(3778),, = 3778

(10100); =0 +2-0+2%-1+2%-0+2"-1 = (20),, = 20.

Inversamente, dado um numero representado na base decimal podemos escrevé-lo em qualquer
outra base usando sucessivamente a divisao pela base com resto ou Euclidiana. O ntimero que no
passo n-ésimo for quociente passa a ser dividendo no passo de ordem n—+ 1. O processo é concluido
quando o quociente é zero.
Exercicio: Represente (2019),, = 2019 nas bases 2 e 8.
Solugao: Dividindo sucessivamente por 2 temos

2019 =2-1009 + 1

1009 =2-504 + 1
004 =2-252+0

252=2-126+4+0
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126 =2-63+4+0
63=2-31+1
31=2-15+1
15=2-7T4+1
7T=2-3+1
3=2-1+1
1=2-0+1

Tomando os restos em ordem inversa segue 2019 = (11111100011),.
Analogamente, dividindo sucessivamente por 8 temos
2019 =8-252+3

252 =8-31+4
31=8-3+7
3=8-0+4+3

Tomando os restos em ordem inversa segue 2019 = (3743),.

3.5.2 SL da IMO 1998 P21

Seja ag, a1, as, ... uma sequéncia crescente de inteiros nao negativos tal que cada ntimero inteiro

nao negativo possa ser escrito de forma tnica como

a; + 2aj + 46Lk (351)

onde 7, 7, k nao sao necessariamente diferentes. Determine aggg.

A IMO 1998 foi realizada na cidade de Taipé, Taiwan [20]. O problema acima foi proposto pela
delegagao do Canada [32].

Solugao:

Note que devemos escrever de forma tnica todos os nimeros inteiros nao negativos como uma

combinagao linear (3.5.1)) dos elementos da sequéncia (a,). Isto leva a que, dada a sequéncia até o
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termo de ordem n — 1, ag, aq, ..., a,_1, o termo de ordem n, a,, ¢ o menor inteiro positivo que nao

seja da forma a; + 2a; + 4ay, com 4, j, k < n.

Vamos encontrar os primeiros termos da sequéncia de forma intuitiva. O primeiro inteiro nao

negativo é o zero. Para escrever zero na forma em devemos ter ay = O:
0:a0+2a0+4a020+20+40

Nao temos como escrever 1 usando somente ag = 0. Isto leva a adicionar o niimero 1 na sequéncia
(an), logo a; = 1. Com isso podemos escrever os nimeros do 1 ao 7 usando somente dois elementos
da sequéncia ag = 0, a; = 1:

l=ay+2a04+4ap=1+2-0+4-0,
2=a9+2a; +4a90=0+2-14+4-0,
3=a1+2a1+4ap=1+2-1+4-0,
4=aqayp+2a0+4a1 =04+2-04+4-1,
5=a1+2a0+4a1=14+2-04+4-1,
6=a9+2a;+4a;,=04+2-14+4-1,
T=a1+2a+4a;,=14+2-1+4-1.

O numero 8 nao pode ser escrito usando somente dois elementos da sequéncia: ag = 0, a; = 1.
Isto leva a adicionar o nimero 8 na sequéncia (a,,), logo ay = 8:
8:a2—|—2a0—|—4a0:8+2-0—1—4-0

O nimero 9 nao pode ser escrito usando somente trés elementos da sequéncia: ag = 0, a; =
1, ay = 8. Isto leva a adicionar o ntimero 9 na sequéncia (a,,), logo ag = 9. Com quatro elementos
da sequéncia é possivel escrever os ntimeros do 9 até o 63:

9=a3+2a0+4a0=94+2-04+4-0,

63:a3+2a3+4a3 :9+29—|—49
Segue que a4 = 64 e a5 = 65. Resumindo, os primeiros termos da sequéncia sao

(an) = (0,1,8,9,64,65,- ).

Sabemos que todo nimero inteiro nao negativo m pode ser escrito de forma tnica na base binéria:
m = 2% + 2%, + 2%ty + 23t3 + - - - + 27, (3.5.2)
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comt; € {0,1} ei=0,1,2,---,r. Por outro lado, queremos escrever m como em (3.5.1)):
m = 2a; + 2'a; + 2%ay, (3.5.3)
Uma comparacao entre (3.5.2)) e (3.5.3)) sugere escolher a;, a; e a; como somas finitas:
a; = to + 2% + 20t + - =to + 8ty + 8% + - - -
a; =t + 2%+ 2%, + - =t + 8, + &7+ -+
ag = to + 2%t5 + 20tg + - =ty + 8t5 + 8%tg + - -
As trés equagdes anteriores podem ser reescritas como
a, = So + 881 + 8259 + -+ - + &8s, (3.5.4)
onde s; € {0,1} ei =0,1,2,--- ,r. Em palavras, a sequéncia (a,) consiste dos nimeros inteiros

nao negativos que podem ser escritos em base 8 usando somente zeros e uns.

Para encontrar um termo arbitrario de (a,) devemos escrever primeiro n em base 2:
n = sy + 2s; +2%s5 + -+ 275, (3.5.5)
Os s; em (3.5.5)) coincidem com os s; em ([3.5.4). Veja os primeiros termos ja encontrados
0=04+2-0 , a=0+8-0=0,
1=14+2-0 , a3=1+8-0=1,
2=0+2-14+2-0 , a=0+8-1+8-0=8,
3=1+4+2-1422-0 , a3=1+8-1+8.0=09,
4=04+2-04+22-142°0 , asy=0+8-0+8%-1+8-0=64,
5=142-04+22-1422-0 , as;=1+8-0+8%-1+8%-0=65.

Como queremos encontrar ajggs escreveremos primeiro 1998 = (11111001110),, em base 2:
1998 =04+2-1422-142%- 142" 0+2°-0+2°0- 1 +27- 14+2%- 14271421

Segue que
Q1908 =0+8-1+8-1+8-1+8.0+8.0+8.1+8".14+8%.148%.1+8.1=1227096648.

Esta secao faz parte de um trabalho enviado para publicagao [40].
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3.6 Cobédigo Primo-Binario. SL da IMO 1995 P25

Considere ntmeros inteiros x > 1 e seja p(x) o menor primo que nao divide z. Em particular,
p(1) = 2. Quando p(x) = 2, defina ¢(x) = 1. Caso contrario, defina ¢(z) como o produto de

todos os primos menores que p(z). Considere a sequéncia g, 1, T, ... definida por zp = 1 e

Tnp(Tn)
q(zn)

Tyl = para todo n > 0. Encontre todos os valores de n tal que x,, = 1995.

A IMO 1995 foi realizada na cidade de Toronto, Canada [20]. O problema acima foi proposto pela
delegacao da Polonia [32].

Solucao:

Como ¢(x) é definida por um produto de primos que dividem individualmente x ou g(x) = 1, segue
que ¢(z) divide x para todos os nimeros inteiros > 1, logo f(x) = %(f)) também é um numero
inteiro positivo.

A Tabela ilustra o calculo dos primeiros termos da sequéncia.

’ n \p(xn,l) \ q(zn_1) \ T, \ x,, fatorado \ Cz,, ‘

0 1 0

1 2 1 2 2 1

2 3 2 3 3 10
3 2 1 6 32 11
4 5 6 5 5 100
5 2 1 10 5-2 101
6 3 2 15 5-3 110
7 2 1 30 5-3-2 111
8 7 30 7 7 1000
9 2 1 14 7.2 1001
10 3 2 21 7-3 1010
11 2 1 42 7-3-2 1011
12 5 6 35 7-5 1100
13 2 1 70 7-5-2 1101
14 3 2 105 7-5-3 1110
15 2 1 210 7-5-3-2 1111
16 11 210 11 11 10000
17 2 1 22 11-2 10001

Tabela 3.6.1: Calculo dos primeiros termos das sequéncias (z,,) e (Cx,,).
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Seja (po, p1, P2, --) = (2,3,5,7,11,--) a sequéncia de todos os niimeros primos escritos em ordem
crescente.

Note primeiro que na decomposi¢ao de x,, em fatores primos nenhum primo pode aparecer elevado
a uma poténcia superior a um. De fato, isto é verdade para os primeiros 17 termos listados
na Tabela [3.6.1] Para completar a demostracao por indug¢ao em n observe que se por hipotese
Ty = Pny Py **** * Dy, €080 p(x,) ndo é nenhum dos p,, anteriores com 1 < k < m. Segue que
o produto z,p(x,) nao terd, na sua decomposi¢ao, nenhum quadrado de primo. Dividir por ¢(x,)
somente reduz (ou deixa igual quando g(x) = 1) o nimero de primos presentes na fatoragao de z,.
%(f;’) é livre de poténcias superiores a um para todo n.

Como cada niimero primo aparece somente uma vez (ou nao aparece) na fatoragao de x,, podemos

Isto é, 11 =

associar de forma tnica a x, um codigo: Cz, = ---000s;5;,_1 -+ Sp. Onde s; = 1 se p; divide x,, e
s; = 0 se p; nao divide x,, com 0 < ¢ < [. Adicionalmente, p; € o maior primo que divide z,,.

A seguir vamos enunciar e justificar o resultado principal. A representagao binaria de n coincide
com o codigo de x,. Isto é, (n)y = Cz,,. Veja na Tabela a primeira e tultima colunas.

No caso em que z,, ¢ impar temos que C'x,, = - --000s;5;_1 - - - 510 termina em 0, pois 2 nao divide

Ty -2
1

mesmo codigo de x,, com o primeiro digito da direita para esquerda trocado de 0 para 1.

z,. Segue que p(z,) =2 e q(z,) = 1. Logo z,41 = épare Cr, 1 =---000s;8_1---s11 tem o

Quando z,, é par temos que Cz,, termina em 1 pois 2 divide x,,. Estudaremos dois subcasos:

(1) Cx,, = ---000sk11---1 0 codigo de x,, é somente composto de uns, de s; em diante é tudo zero
e
(2) Cxyy =+ 008,8m—1" " Skr1Sk11---1 o codigo de x,, é composto de uns de sg até sx_1, s =0,

de sky1 @ s,,—1 0s valores podem ser zero ou um, s, = 1 e de s,,41 em diante é tudo zero.

(1) Se Cx, = ---000sx11---1 temos que p(z,) = pr e q(x,) = z,. Segue que x, 1 = pi €
Cxpyp = ---000100---0 com o 1 na posigao k-ésima da direita para esquerda.

(2) Se Cxyy =+ <008, « - - Spr18K11 - - 1 temos que p(z,) = pr € q(T,) = po-p1- - Pr_1. Segue
que Cx,yq1 =---008,, - S1100---0.

Logo, o efeito da lei de recorréncia f sobre o codigo de x, é acrescentar um na representacao
binaria de n, isto ¢, Cx,11 = f(Cz,) = (n+ 1)2. Em outras palavras, (n); = Cx, e x, determina
univocamente 7.
Como estamos interessados em encontrar n tal que z,, = 1995, primeiro fatoramos 1995:

1995 =3-5-7-19 =2°-3.5.7.11°.13°.17° - 19.

A seguir escrevemos o codigo de 1995:
C'(1995) = 10001110

e isto corresponde a n = (10001110)y = 2 + 22 + 23 + 27 = 142.
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Esta secao faz parte de um trabalho enviado para publicacao [40].

3.7 Representacao de Naturais na forma 2"b. SL da IMO
1992 P14.

Para todo nimero inteiro positivo x define-se g(x) como o maior divisor impar de = e

L4 2. sex épar
2 x)’
f<:c>={ 5

272, sex éimpar

Construa a sequéncia r; = 1, x,41 = f(x,). Determine n tal que z,, = 1992.

A IMO 1992 foi realizada na cidade de Moscou, Russia [20]. O problema acima foi proposto pela
delegacao da Polonia [32].
Solucao:
Note primeiro que pela definicao da func¢ao f temos que x, é um nimero natural para todo n
natural. Pelo Teorema Fundamental da Aritmética todo nimero inteiro positivo x,, > 1 pode ser
escrito de forma tinica como um produto de ntmeros primos:

an = 2T .pTl .p;nQ . ...p;,nj
onde os p;, com i = 1,2,--- 7, sao primos impares e r e os m; sao naturais ou zero. Como um
produto de nimeros impares também é impar podemos representar qualquer natural de forma

anica como
T,=2"-b

com b natural impar. Isto é, b é o maior impar a dividir x,,. Adicionalmente, quando r = 0 temos

x, impar, caso contrario x, é par.
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A Tabela mostra os primeiros termos da sequéncia (z,).

(o [o [ x[b=g(w) [ Tnn = flza) ]
(Lo t [ 2 ]
2 2] v 3 ]
(3f3jfo] 3 [ 4 ]
(4 f42] t [ 6 ]
(sfejfi] 3 [ 5 ]
(6fs5fo] 5 [ 8 ]
rsgs] t ] 12 ]
(8 Jr2f2] 3 [ 10 |
(o9fwju] 5 [ 7 ]
(1o 7jJo] 7 [ 16 ]
(1Jwefa] [ 24 |
[12]24]3] 3 [ 20 |
(13J20]2] 5 [ 14 ]
(dfuju] 7 ] 9 ]
sfojfol] o9 [ 32 |
(16]32]5] 1 [ 48 |
174804 3 [ 40 |
(18J4003] 5 [ 28 |
[19]28]2] 7 [ 18 |
(208t 9 [ 1 ]
(2tfufof u [ 64 |

Tabela 3.7.1: Calculo dos primeiros termos da sequéncia (z,).

Vamos estudar o comportamento da sequéncia entre duas poténcias consecutivas de dois. Por
exemplo, entre 16 = 2% e 32 = 2°.

Suponha que para algum m > 0 e » > 0 natural z,, = 2". Como =z, é par teremos que T, ; =
2r=1.3. Caso r — 1 > 0 teremos que @,,4; continuara sendo par e usando novamente a lei de
recorréncia encontramos Tmio = 2° 2 -5. Em geral, com i = 1,2,---,7 — 1, a funcao f leva a
Tpyi = 277"+ (2i+1). Para concluir a prova deste resultado por indugao em 4 note que sendo i < r
segue que Ty € par e f(Tmyi) = Tmpirr = 271 (20 + 3).

Quando i = r — 1 temos Ty, 1,1 = 2+ (2r — 1) par e f(Tymir_1) = Tmer = (2r + 1) é fmpar.

Aplicando mais uma vez a lei de recorréncia encontramos f (i) = Tmiri1 = or+l
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A Tabela [3.7.2] resume estes resultados.

N T LT ) e (N
k m-1 (2r —1) 0 | (2r—1) 2"
m 2" r 1 2r=1.3
m+-1 2r=1.3 r-1 3 215

mi |2 (20 1) | 1 | (2i+1) | 271 (2 +3)

m;1;—1 2. (2r— 1) 1 (2r — 1) (27‘+ 1)

k+1| m+r (2r +1) 0 | (2r+1) 2r+t
m-+r+1 2r+l r+1 1 2.3

Tabela 3.7.2: Comportamento da sequéncia (x,), r e b entre duas poténcias consecutivas de dois.
O indice k é usado somente quando x,, é impar.

Note que quando n cresce de m até m + r a poténcia de dois decresce, de um em um, de r até zero
e b aumenta de dois em dois.

Concentremos agora a aten¢do na presenc¢a de numeros impares na sequéncia (x,). Pode ser
introduzido um ntmero natural k para descrever n e z,, impar. Quando k aumenta em um, z,
impar aumenta em 2 e o valor de n correspondente aumenta em r 4 1. Isto é, n = Zf;é (r+1).

Segue que se k =1,2,---, entao

n=1+42+4-+hk=——"~ (3.7.1)

T k(k+1) = 2k —1 (3.7.2)

é impar.
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A Tabela mostra os primeiros valores de k, n e x,, impar.

’ k ‘ n ‘ x, (impar) ‘

1 1=1 1=2-1-1
2 3=1+2 3=2-2—-1
3 6=1+2+3 5=2-3—-1
4 10=1+2+3+4 7T=2-4-1
5 15=1+2+3+4+5 9=2-5—-1
6 | 21=14+24+3+445+6 |11 =2-6—-1
k 142+ -4k 2-k—1

Tabela 3.7.3: Primeiros valores de k, n e x,, impar.

Para determinar n tal que x,, = 1992 primeiro fatoramos 1992 para escrever na forma 2" - b:
1992 = 2° . 383 = 2° . 249.

Segue que r =3 e b = 249 em x,, = 1992. Aplicando a relagao de recorréncia f encontramos r = 2
eb=251 em z,(par),r=1eb=253 em z,.5 (par) e r =0 e b = 255 em x,,,3 (impar).
A Tabela B. 7.4 resume estes resultados:

’ n ‘ Tn ‘r‘b:g(‘rn)‘xnﬁ-l:f(xn)‘
n 1992 | 3 249 1004
n+1 | 1004 | 2 251 506
n+2 | 506 |1 253 255
n+3 | 255 | 0 255

Tabela 3.7.4: Calculo para determinar n tal que x,, = 1992.
Como x,.3 = 255 é impar podemos encontrar o valor de k usando (3.7.2)):
255 =2-128 -1

Isto é, k = 128. A seguir usamos ([3.7.1]) para encontrar

128 - 129
n+3 = — = 8256

Finalmente, n = 8253 e xg53 = 1992.
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3.8 Base Trés, Progressao Aritmética e Geométrica. IMO
1983 P5

Prove que é verdadeiro ou que é falso: Do intervalo [1,30000] pode ser selecionado um subcon-

junto de 1000 inteiros que nao contém tripla aritmética (trés nimeros consecutivos em progressao

aritmética).

A IMO 1983 foi realizada na cidade de Paris, Franga [20]. O problema acima foi proposto pela
delegagao da Polonia [32].

Solucao:
Seja {T,,} o conjunto de inteiros positivos que na base trés é representado por, no maximo, n

digitos e nenhum deles é 2. Isto é,
Th=a0-3"+a; 3"+ +a,,-3"" (3.8.1)

com a; € {0,1} para 0 < i < (n — 1). Como para cada a; somente existem duas possibilidades,

zero ou um, e existem n escolhas, a cardinalidade, ou numero de elementos, de {7T,,} é
| T, |= 2" (3.8.2)

O maior elemento de {7},} é encontrado quando todos os coeficientes sao iguais a um:
maz {T,} =3°+3"+..- +3"". (3.8.3)

Mas a equagao anterior é uma soma de uma progressao geométrica de razao 3, logo

3" —1
2

max{T,} = (3.8.4)

Proposicao: Nao existe tripla aritmética em {T},}.

Demonstragao: Suponhamos, por absurdo, que exista uma tripla aritmética (z,y, z) tal que

seus elementos sejam um subconjunto de {7,}: {z,y,z} C {T,} Como z, y e z sdo inteiros
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consecutivos de uma progressao aritmética vale que
y=x+=z2 (3.8.5)

Com y € {T,} segue que os coeficientes de 2y, lado esquerdo de (3.8.5)), na base 3 sao somente 0
ou 2:

y=ao -3 +ay 3"+ +ap_1y, 3"
com a;, € {0,1} para 0 <iy < (n—1)e
2y:(2-a0y)-30+(2-a1y)-31+---+(2-a(n_1)y) '3”71

com 2 - a;, € {0,2} para 0 <iy < (n—1).
Estudaremos agora o lado direito de (3.8.5). Temos que z,z € {T,,} , logo podemos escrever

r=ag; 3"+ a3+ apory 3

ZZaOz'30+alz'31+"'+a(n—1)z'3n71

com @y, a;, € {0,1} para 0 < ix,iz < (n — 1). Note que a soma a;; + a;; € {0,2} quando

@iz = a;; = 0 ou a;; = a;; = 1 para todo 0 < ix,iz < (n — 1). Isto é, no caso em que

e por (3.8.5) x = y = z. Contradigao, x # y # z. Como os lados direito e esquerdo de ({3.8.5)) sao
incompativeis concluimos que néo existe tripla aritmética em {7,,}. O
Considere n = 10, de (3.8.2) e (3.8.4) calculamos

| Tyo |= 2" = 1024 > 1000

3101

maz {To} = = 29524 < 30000.

Logo, a afirmacao do problema é verdadeira. O conjunto {719} é um subconjunto de [1,30000]
com mais de 1000 inteiros e nao contém tripla aritmética.

Esta secao faz parte de um trabalho enviado para publicacao [40].
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3.9 Maximo de um produto de inteiros com soma fixa. Equa-
cao Diofantina Linear. IMO 1976 P4

Encontre o maior niimero que pode ser obtido pelo produto de inteiros positivos cuja soma é

1976.

A IMO 1976 foi realizada na cidade de Lienz, Austria [20]. O problema acima foi proposto pela
delegacao dos Estados Unidos [32].

Solucao:
Sejam a1 < ay < - -+ < a, inteiros positivos tais que sua soma seja 1976:
a+as+ -+ a, = 1976 (3.9.1)

Seja M o valor maximo do produto ajas - - - ay,:
M = mazx{aay---a,} (3.9.2)

Primeiro, a; > 1 para todo 1 < ¢ < n, pois caso a; = 1 para algum k conseguimos aumentar o

produto trocando ay e a; (outro termo da sequéncia) por um tunico nimero a; + 1 e vale que
ara; = a; < a; + 1

Segundo, a diferenga entre dois elementos quaisquer da sequéncia (a,) tem que ser zero ou um.
Suponha, por absurdo, que a; — a; > 2 para algum par 1 < k,j < n. Neste caso conseguimos
aumentar o produto trocando a; e a; por ay — 1 e a; + 1 pois

aga; < (ap — 1) (a; +1) = akaj + (ap —aj) — 1

Terceiro, a; < 5 para todo 1 < i < n. Suponha, por absurdo, que a; > 5 para algum 1 < k < n.
Neste caso conseguimos aumentar o produto trocando o elemento a; por outros dois: 2 e (ay — 2).
Note que

ar < 2(ap —2) =2a, — 4

Quarto, no caso a; = 4 para algum 1 < ¢ < n podemos trocar o elemento a; por 2 e 2 e o produto
continua igual.

Concluimos que a; = 2 ou a; = 3 para todo 1 < i < n.

Seja x o nimero de dois e y o namero de trés na sequéncia (a,). Segue que as equagoes e

(3.9.2)) podem ser escritas como
21 + 3y = 1976 (3.9.3)
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M = 2°3Y (3.9.4)

Reescrevendo ([3.9.3]) como uma congruéncia modulo trés encontramos
20 =1976 =2 mod3

Logo x = 1mod 3 ou x = 3t 4+ 1 para algum ¢ inteiro nao negativo.

Note agora que x < 4 pois 2-2-2 < 3-3. Isto é, x = 1. Retornando com este tltimo resultado em

(3.9.3) encontramos que y = 658.
Segue de (3.9.4) que M = 2 - 3958,



Capitulo 4

Combinatoéria

4.1 Triangulo do Mdédulo da Diferenca ou Anti-Pascal. IMO
2018 P3

Os numeros triangulares sao aqueles que sao gerados na sequéncia
(1,1 4+2,14+2+3,--- ,14+24+3+---+n)

Como o termo n-ésimo é a soma de uma progressao aritmética de passo 1 podemos escrever:

(1,3,6,...,"(”T+1>)

Uma interpretagao geométrica pode ser vista na Figura

O triangulo de Pascal é formado por nimeros binomiais

n!

@)= —om

onde n representa o numero da linha e k representa o nimero da coluna, iniciando a contagem a
partir do zero (de cima para baixo e de esquerda para direita).

A relagao de Stifel permite sua construcao rapidamente:

n—1 L n—1\ [n
k—1 k) \k
Em palavras, cada ntimero do triangulo de Pascal é igual & soma do niimero imediatamente acima

e do antecessor do ntiimero de cima.
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L
L] X ‘."‘
T,=1 Tp=13 Ty=6
&
L LK ]
L X
S S Sl
LL X T ] LA L L L (T Y YR Y
Tﬂ_- I[I TE-TS Tﬁ’?‘
T . nin+1}

z

Figura 4.1: Seis primeiros nimeros triangulares,
https:/ /pt.wikipedia.org/wiki/N%C3%BAmero triangular

01 2 3 45
0 1

111
21 2 1
313 3 1
41 4 6 4 1
5 1 5 10 10 5 1

No diagrama anterior foi destacada a soma:
4 n 4\ (5
2 3)  \3
Na sua forma simétrica falamos que, exceto os extremos que sao iguais a 1, cada niamero do

triangulo de Pascal ¢é igual & soma dos dois ntimeros acima mais proximos.


https://pt.wikipedia.org/wiki/N%C3%BAmero_triangular
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1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 ) 1
1 6 15 20 15 6 1

1 7 21 35 35 21 7 1

O problema a seguir introduz uma variagao do triangulo de Pascal, no lugar de usar a soma no
processo de construcao dos proximos elementos é usado o médulo da diferenca. A construcao é
feita de baixo para cima e, para um triangulo com n linhas, devem aparecer, exatamente uma vez,

i o ) 1
todos os nimeros inteiros de 1 ate ™40

2
4.1.1 IMO 2018 P3

Um triangulo anti-Pascal é uma disposicao de nimeros em forma de tridngulo equilatero tal

que, exceto para os numeros na ultima linha, cada nimero é o modulo da diferenca entre os
dois ntimeros imediatamente abaixo dele. Por exemplo, a seguinte disposi¢ao de ntimeros ¢ um

triangulo anti-Pascal com quatro linhas que contém todos os inteiros de 1 até 10.

8§ 3 10 9

Determine se existe um triangulo anti-Pascal com 2018 linhas que contenha todos os inteiros de

late1+2+3+---+2018.

A IMO 2018 foi realizada na cidade Cluj-Napoca, Roménia [20]. Problema proposto por Morteza
Saghafian, Iran [41].

Solugao:
4.1.1.1 Cason=>5

O diagrama a seguir ilustra uma solu¢ao do problema no caso n = 5, note que aparecem, exata-
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mente uma vez, todos os inteiros de 1 até 1 +2+ 3+ 4+ 5 = 15.

=

3
4 9
7 11 2
8 1 12 10
6 14 15 3 13

Foram destacados com cor azul o maior niimero de cada linha e com cor vermelha o menor ntimero
de cada linha. No caso da primeira linha seu tinico elemento, ou 5, é simultaneamente o maior e

o menor. Os nimeros destacados formam o esqueleto da construgao:

12=15-3

11=12-1

9=11-2
5=9—-4

Note que o maior ntimero, o 15, deve aparecer na ultima linha. Todos os inteiros de 1 até 5 sao os
menores em suas respetivas linhas, isto é, aparece exatamente um deles por linha. Por outro lado,
0s inteiros maiores ou iguais a 1 +2 + 3 4+ 4 = 10 e menores ou iguais a 1 +2+3+4+5 =15
(6 em total) aparecem nas ultimas linhas: um na terceira, dois na quarta e trés quinta. Verifique

esse padrao no caso n = 4 dado no problema.

4.1.1.2 Nao existe solugao para n = 2018

Suponhamos, por absurdo, que um triangulo com as condigoes dadas exista. Ele deve ter, exata-
mente uma vez, todos os niimeros inteiros de 1 até 1 +2 + 3 + --- + 2018.

Denotaremos por M, o maior nimero na linha n-ésima e por m, ao menor nimero na linha
n-ésima. Na linha 1, como somente existe um elemento, temos que M; = m;.

Considere agora que nao estamos na ultima linha, isto é, n < 2017, e na linha n-ésima localize
o maior nimero, M,. Chame de a e b aos nimeros na linha n + 1 diretamente abaixo de M,,.
Podemos assumir, sem perda de generalidade, que a > b. Logo, pelas condi¢oes do problema,

temos que a — b = M,,.
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Como M, 1 > aeb>m, 1, podemos escrever
Mn+1 — Mp4+1 Z Mn

ou
Mn+1 Z Mn + My

Isto é, para 1 <17 < 7 < 2018, escrevemos
M1 2 Mi+miq

Mito > My +mipo > M+ mipq + migo
Mtz > Mo +mips > M+ mip + mipo + migs

Onde expandimos a segunda e terceira linha usado as anteriores. Logo, generalizando temos

k=i+1

Para i =1 e 5 = 2018, e lembrando que M; = m;, escrevemos
2018

Moo > ka (4.1.1)

k=1

Em palavras, a equacao anterior diz que o maior niimero na linha de ordem 2018 tem que ser maior

ou igual a soma de 2018 ntimeros. Pelo enunciado do problema todos os nimeros na soma precisam

ser diferentes. Por outro lado, o maior nimero que pode aparecer no tridngulo é 1+2+3+- - -+2018.
Segue que

Mopg=14+2+3+---+ 2018 (4.1.2)

e 0s menores numeros de cada linha
(ml, ma,ms,... ,mzols)

sao uma permutagao de

{1,2,3,...,2018}. (4.1.3)
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Uma vez que vale a igualdade (4.1.2) podemos concluir que para existir o tridngulo referido no
problema a igualdade dada em (4.1.1]) deve valer para todo 1 < j < 2018, isto é

J
M= " my. (4.1.4)
k=1

A equagao anterior diz que o maior numero de cada linha deve ser igual a soma dos menores
nameros das linhas de ordem precedente e da propria linha e estes nimeros (my) pertencem ao
conjunto (4.1.3]). Teremos exatamente um ntmero “pequeno’, de 1 até 2018, em cada linha (nao
necessariamente em ordem crescente).

Por outro lado, chamaremos de “grandes” aos 2019 ntimeros que satisfazem
14+243+---4+2017<n<1+243+--- 42017+ 2018

ou
2035153 < n < 2037171

A equagao (4.1.4) também implica que os nimeros “grandes” nao podem aparecer nas linhas de

ordem menor ou igual a um certo h. De fato, considere os h maiores valores possiveis para os mg.
h

My, = my <2018+ (2018 — 1) + -+ + (2018 — h+ 1) < 2035153 (4.1.5)
k=1
ou

(4037 — h)h

M, < < 2035153 (4.1.6)

A desigualdade anterior leva uma equacao quadratica que somente tem uma solugao valida para este
problema se h < 1955. Agora separamos o estudo em trés intervalos: n < 1954 | 1955 < n < 2017
e n = 2018.

e Se n < 1954 temos que

", _ 2018+ 2017+ 2016+ -+ 65

— 1954 — ndmeros

—(1+243+---4+2018) — (1 +243+--- +64)

= (1+2+3+---+2018) — 2080
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<1+2+3+---4+2017

logo a linha n-ésima nao tem nenhum ndmero “grande”.

e Se 1955 < n < 2017, chame [; a um numero “grande” na linha n-ésima. Como fizemos
anteriormente, chame de a e b, com a > b, aos ntimeros diretamente abaixo de [;. Temos
queb=a—-liea<14+2+3+---4 2018, como l; é “grande”, teremos b < 2018, isto
é, b é “pequeno”’. Como somente existe um nimero “pequeno”’ por linha devemos ter que
b= m,.1 e ly estd diretamente acima de m, . Pelo mesmo motivo pode acontecer de existir
um segundo nimero “grande”, [y, na linha n-ésima, adjacente a [; e diretamente acima de
My+1. Com isto temos no maximo dois nimeros grandes na linha n-ésima. Ao todo teremos

no maximo 2(2017 — 1955 + 1) = 126 nameros “grandes” fora da ultima linha.

e n = 2018. Como temos ao todo 2019 ntimeros “grandes”; teremos no minimo 2019 — 126 =
1893 nameros “grandes” na tultima linha. Isso significa no méximo 2018 — 1893 = 125 niimeros

“nao-grandes” na ultima linha. Logo, no minimo sera possivel encontrar —18932_ 125

= 884 pares
de niimeros “grandes adjacentes”. Basta escolher um par de nimeros “grandes adjacentes” na
ultima linha que nao esteja diretamente abaixo de mgg17. O moddulo da diferenga deste par
de ntmeros serd um numero “pequeno’ na linha de ordem 2017 diferente de mog17. Mas isso
é um absurdo, pois somente pode existir um ntmero “pequeno” por linha. Isto é, nao existe

o triangulo anti-Pascal de 2018 linhas.

De fato, foi provado em [42] que néo existe tridngulo anti-Pascal de mais de 5 linhas.
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4.2 Particao de um Conjunto. SL da IMO 1990 P15

Determine para quais inteiros positivos k£ o conjunto

X = {1990,1990 + 1,1990 + 2, - - - , 1990 + k?}

pode ser particionado em dois subconjuntos disjuntos A e B tais que a soma dos elementos de

A seja igual a soma dos elementos de B.

A IMO 1990 foi realizada na cidade de Beijing, China [20]. O problema acima foi proposto pela
delegacao do México [32].

Solugao:

Os elementos do conjunto X formam uma progressao aritmética de passo 1 e valor inicial 1990 e

sua soma Ssera:

(1990 + 1990 + k)
2

k(k+1)

S(X) = 5

(k+1)=1990- (k+ 1)+ (4.2.1)
Como queremos que a soma dos elementos de A seja igual a soma dos elementos de B e estes

conjuntos sao disjuntos segue que

k(k+1)

5(4) = 5(8) = 2 —g05. (14 1)+

: (4.2.2)

Sendo A e B subconjuntos de X suas somas, S(A) e S(B), sao numeros inteiros, logo S(X) deve
ser um numero par. Isto somente acontece quando 4 divide k(k + 1).

Existem quatro possibilidades para k: (i) k =4r, (ii) k =4r+1, (ili) k=4r+2e (iv) k =4r+3
com r inteiro positivo ou zero.

(i) Se k = 4r, entao k(k + 1) = 4r(4r 4+ 1) e 4 divide 4r(4r + 1).

(ii) Se k = 4r+1, entao k(k+1) = (4r+1)(4r+2) = 2(4r+1)(2r+1) e 4 ndo divide 2(4r+1)(2r+1).
(iii) Se k = 4r+2, entao k(k+1) = (4r+2)(4r+3) = 2(2r+1)(4r+3) e 4 nao divide 2(2r+1)(4r+3).
(iv) Se k = 4r + 3, entdo k(k+1) = (4r +3)(4r+4) = 4(4r +3)(r +1) e 4 divide 4(4r + 3)(r + 1).
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e Suponhamos primeiramente que vale (iv) k& = 4r + 3. Neste caso X pode ser particionado

em subconjuntos disjuntos e consecutivos da forma
{1990 + 41,1990 + 41 4+ 1,1990 + 41 + 2,1990 + 41 + 3}

com [ inteiro e 0 <[ < r. Isto é,

X = U {1990 + 41,1990 + 41 41,1990 + 41 + 2,1990 + 41 + 3}
1=0

Para ter subconjuntos A e B de igual soma e disjuntos coloque os elementos da forma 199044/
e 1990 + 4] + 3 em A e os elementos da forma 1990 + 4] + 1 e 1990 + 4]l + 2 em B.

A= {1990 + 41,1990 + 41 + 3}

=0

B = J{1990 + 41 + 1,1990 + 41 + 2}
=0

Substituindo k = 4r 4+ 3 em (4.2.2) encontramos

S(A)=95(B) = (r+1)-(3980 + 4r + 3)

e Agora estudaremos o caso mais desafiador (i) k = 4r. O conjunto X possui 47 + 1 elemen-
tos, logo nao pode ser particionado em dois subconjuntos disjuntos do mesmo tamanho. A
primeira tentativa de particao chamaremos “gulosa” colocamos os 2r maiores elementos em

Ay e os 2r + 1 menores em B,,. Isto é,

A, ={1990 + 2 +1,1990 4+ 2r + 2,--- ,1990 + 47}

B, ={1990,1990 + 1, --- ,1990 + 2r} .

Qualquer outra particao disjunta de X com o mesmo numero de elementos em A e B e “nao
gulosa” tera soma menor dos elementos de A e soma maior dos elementos de B. Isto é, com
| A|=| A, | e | B |=| B, |, temos S(A) < S(4,) ¢ S(B) > S(B,).
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Os elementos em A, e By, resultados da partigao “gulosa”, formam progressoes aritméticas de passo
1. Suas somas sao

S(Ay) = (3980 +6r+1)-r
S(By) = (1990 + ) - (2r + 1).

Igualando as duas equagoes acima encontramos para r um valor que nao é um numero inteiro;
r é aproximadamente 22, 3. Isto é, a primeira tentativa de particao de X nao foi bem sucedida.
Porém, podemos concluir que com este tipo de partigdo S(Ay) < S(B,) quando r < 23 e S(A4,) >
S(B,) quando r > 23. Por exemplo, substituindo r = 22 encontramos S(A,) — S(B,) = —b4 e
substituindo r = 23 encontramos S(A,) — S(B,) = 126. Com isto concluimos que no caso k = 4r e
r < 23 nao é possivel particionar X para satisfazer que S(A) = S(B), pois a partigao “gulosa” era
a melhor escolha. Porém, no caso k = 4r e r > 23 uma particao “nao gulosa” resolve o problema.
A segunda particdo, “nao gulosa”’, é encontrada a partir da primeira, “gulosa’, e com a ajuda de
recursos computacionais. No caso k = 4r e r = 23 sejam
A" = {2035, 2036, - - -,2051} U {2053, 2054, - - -, 2081}

B* = {1990;1991; - - -;2034} | J {2052} |_J {2082}

e vale que S(A*) = S(B*). Substituindo k£ = 92 em encontramos S(A*) = S(B*) = 94674.
No caso k = 4r e r > 23 use os conjuntos A* e B* como ponto de partida e continue a separagao
dos elementos de X para k& > 92 como no caso (iv) k = 4r + 3. Resumindo, existe solugao para o
problema quando k = 4r 4 3 com 7 inteiro positivo ou zero e quando k = 4r e r > 23 com r inteiro

positivo.
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(GGeometria

5.1 Teorema de Ptolomeu. IMO 2000 SL-P4

5.1.1 Teorema de Ptolomeu

Um quadrilatero é dito inscritivel quando seus quatro vértices pertecem a uma mesma circunfe-

réncia.

Teorema de Ptolomeu: Em um quadrilatero inscritivel A; 4,A3A, o produto das diagonais
¢ igual a soma dos produtos dos lados opostos (Figura . Isto ¢, vale
A1As - AyAy = A1 Ay - AsAs + A1 Ay - A3Ay (5.1.1)

A forma inversa também ¢é verdadeira. Se (.1.1) valer, entao A;AsA3A4 ¢ um quadrilatero

inscritivel.
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Teorema de Ptolomeu: A Ag- AsAy = A1 Ay - AyAs + AAy - AsAy

Figura 5.1: Enunciado do Teorema de Ptolomeu. Para um quadrilatero ser inscritivel o produto
dos comprimento das diagonais (em amarelo) deve ser igual a soma dos produtos dos lados opostos
(azul e vermelho) e vice-versa.

Demostracao da forma direta do Teorema de Ptolomeu: Suponhamos que
A1A3A3A, é um quadrilatero inscritivel. Com referéncia a corda A;As os angulos A1 A4A; =
A1 A3A; = o enxergam o mesmo arco de circunferéncia. Analogamente, focando na corda AsAs os
angulos Ay A4 A3 = Ay A1 A3 = [ enxergam o mesmo arco de circunferéncia. Posicione um ponto
D no interior do segmento A; A3 de tal forma que os angulos A3A; Ay = A1 As D = ~ sejam iguais.
Veja Figura 5.2

Os triangulos A1 AsD e AjA3As sao semelhantes pelo critério angulo-angulo. Segue que

A A, AD AD
A Ay A Ay AyA,

(5.1.2)

A Figura 5.3 ajuda a entender a semelhanca.



CAPITULO 5. GEOMETRIA 115

Teorema de Ptolomeu: A Az - AyAy = AAy- AyAs + AjAy - AsAy

Figura 5.2: Demostracao da forma direta do Teorema de Ptolomeu. Posicione um ponto D no
interior do segmento A; A3 de tal forma que os dngulos A3A; Ay = A1 A3 D = 7 sejam iguais.

Teorema de Ptolomeu: A, Ay - AyAy = AjAg- AsAs + A1 Ay - AsAy

Figura 5.3: Os triangulos A1 A3 D e AyAs Az sao semelhantes pelo critério angulo-angulo.

Os triangulos AsA;D e AyA>A; sao semelhantes pelo critério angulo-angulo. Note que os angulos
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A1 A Ay = A3A5D sao iguais, pois o angulo DAy A, é uma parte comum. Segue que

AgAy  AsD  AyD

Ady ~ Ay Aod, (5.1.3)

A Figurap.4l ajuda a entender a semelhanca.

Teorema de Ptolomeu: A1 Az - AyAy = A1 Ay - AsAs + A1Ay - A3Ay

Figura 5.4: Os triangulos A3A;D e AyAs Ay sao semelhantes pelo critério angulo-angulo.

Note de " que AlAQ : A3A4 = AlD : A2A4 e de " temos A1A4 : A2A3 = A3D : A2A4.
Somando as duas equagoes anteriores

AL Ay - AgAs + Ay Ay - AsAy = AsD - AgAy + A D - Ay A,
A1Ay - AsAy + A1 Ay - AsAy = (A3D + A1 D) - Ay A,

Mas AsD + A1 D = A; A3, como queriamos provar.
5.1.2 IMO 2000 SL-P4

Seja A1A,...A, um poligono convexo com n > 4. Prove que A;A,...A, é inscritivel por uma

circunferéncia se, e somente se, a cada vértice A; pode ser associado um par de ntimeros reais
(bj,¢;), 7 =1,2,...n, tal que
AiAj = bjCi — biCj (514)

para todo i,j com 1 <1< j < n.
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A IMO 2000 foi realizada na cidade Taejon, Coreia do Sul [20]. Problema proposto pela delegagao
da Russia [32].

Solucao:

Primeiro, suponhamos que a cada vértice A; pode ser associado um par de nimeros reais (b;, ¢;),
Jj=1,2,..n, tal que A;A; = bjc; — b;c; para todo 7,j com 1 <1i < j < n.

Para provar que o poligono A;As...A,, é inscritivel basta provar que os quadrilateros A;A;A3zA;

com 4 < i < n sao inscritiveis. Ou pela forma inversa do Teorema de Ptolomeu que
A1A3 . AQAZ = AlAz : A2A3 + A1A2 N AgAZ (515)

Note de (5.1.4) que
AAz = bzep — bicy

AsA; = bicy — bygy
A1 A; = bieg — big
Ay Az = b3cy — bacs
A1 As = bacy — bics
AsA; = bics — bse;.

Substituindo-se as 6 equacoes anteriores em (5.1.5))
(bgcl — blcg) . (b102 — bQCi) = (biCl — blcz-) . (bgCQ*bQCg) + (bQleblcg) . (bngfbgCi)

verifica-se a igualdade.
Segundo, suponhamos que A;A;,...A, seja inscritivel. Logo, os quadrilateros A;A;A4;A; com 3 <

i < j < n sao inscritiveis. Pela forma direta do Teorema de Ptolomeu vale que

A1A; - AgAj = AYA; - A Ay + A Ay - A A (5.1.6)
Segue que A
. A A
AA; =210 A — T A4, 1.
9T A, T A, (5.1.7)
Na equacao anterior faca ¢; = ﬁllj;‘;' Vi, by = AyA; Vi > 2 e by = —A1As.
AiAj =C; - bj —Cj bz (518)

Isso conclui a prova do exercicio para todo i,j com 1 <17 < 7 <n.
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5.2 Distancia entre Pontos na Semicircunferéncia Trigono-
métrica. SL da IMO 1975 P15

5.2.1 Distancia entre Pontos na Semicircunferéncia Trigonométrica

A Figura [5.5 mostra os pontos A; e A; em uma semicircunferéncia de raio 1 e centrada em O =
(0,0). O segmento BA; representa a horizontal. Sejam os angulos ZA;0A; = o, e LA;OA; = a.

Suponhamos, sem perda de generalidade, que o; > ;.

Semicircunferéncia Trigonométrica

Figura 5.5: Distancia entre dois pontos medida por uma corda na semicircunferéncia trigonométrica
(raio 1).

Proposigao: A distancia entre os os pontos A; e A; pode ser calculada como

d(A;, Aj) = 2sen <O‘j 5 O“) (5.2.1)

Demonstragao: As coordenadas dos pontos em um sistema cartesiano sao A; = (cos () , sen (o))

e Aj = (cos (a),sen (e;)). Logo a distancia sera

d(A;, Aj) = \/[cos (aj) — cos (o)) + [sen (o) — sen (o))

Desenvolvendo os quadrados e usando a identidade trigonométrica fundamental (cos?(x)+sen?(z) =

1) encontramos

d(Ai, Aj) = \/5\/1 — cos (o) cos (o) — sen (a;) sen (o) (5.2.2)
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No préximo passo usaremos as identidades trigonométricas da mudanga de um produto de cossenos
€ Senos em somas:
cos (x — y) + cos (x + y)

cos (x) cos (y) = 5 (5.2.3)

sen (x) sen (y) = cos (x = y) —cos (x +y) (5.2.4)

2
Segue que ([5.2.2)) se transforma em
d(A;, A) = \/5\/1 — cos (o — o) (5.2.5)

A partir da identidade do cosseno do angulo duplo, cos (2z) = cos?(x) — sen? (x), encontramos que

cos (2x) = 2cos*(x) — 1 e cos (x) = 2cos*(%) — 1.

Trocando z por o; — o; na tultima igualdade encontramos

d (A, Aj) = \/5\/2 — 2cos? (%)

Usando mais uma vez a identidade trigonométrica fundamental

d(A;, Aj) = 2\/sen2 (—aj g ai) =2 sen (aj ; ai) |

Como 0 < 2% < 90° temos que sen (“52) > 0 e d (A;, Aj) = 2sen (“52). O
5.2.2 SL da IMO 1975 P15

E possivel colocar 1975 pontos em uma circunferéncia de raio 1 de tal forma que as distancias

entre qualquer par de pontos (medida pela corda que os conecta) é um nimero racional?

A IMO 1975 foi realizada na cidade de Burgas, Bulgéria [20]. O problema acima foi proposto pela

delegacao da antiga Unido Soviética [32].

Solucao:

Assuma que o centro da circunferéncia estd no ponto O = (0,0) e que os pontos Aj, As, ..., Aig75
sao colocados na semicircunferéncia superior. Denote os angulos por

ZAOA; = a; com 1 <4 <1975, oy =0 e o; < o5 para todo 7 < j.

De 1) a distancia A;A; é igual a d (A;, A;) = 2sen (%) Usando a identidade para o seno
da diferenga sen(x — y) = sen (x) cos (y) — sen (y) cos (x) podemos escrever

@

d(A;, Aj) = 2sen (%) cos (%) — 2sen <%) cos <?> (5.2.6)
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A distancia serd um nimero racional se sen (%) e cos (%) sao racionais para todo 1 <17 < 1975.
Note agora que é possivel introduzir uma mudanca de variaveis: dado t € QQ existe x € R tal que

sejam vélidas simultaneamente as equagoes a seguir

(@) = 5
n =
T R
2 —1
cos(x) = ol

pois —1 < 2t < 1e —1 < £=1 < 1. Adicionalmente

— 241 — = 241
ot 2+ -1\ _
2 +1 2+1)

Logo, existe um numero infinito de valores de t racionais, e tao pequenos quanto se queira, para

os quais sen (z) e cos (x) sao nimeros racionais e por (5.2.6) a distancia entre os pontos A; e A;

serd um numero racional.

Um gréafico iterativo em Geogebra das fungoes que aparecem nesta se¢ao pode ser visto em [43].
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